Version du 14 juin 2026

XV Isométries des espaces euclidiens

Dans tout ce chapitre, (E, (-, -)) est un espace eucli-
dien, i.e. E est un espace vectoriel réel de dimension
finie, sur lequel on a défini un produit scalaire, noté
().

On notera n la dimension de E, et ||| la norme
associée au produit scalaire défini sur F, i.e. pour
tout z € £ :

|z = (@, ).

Rappelons quelques résultats fondamentaux. Si
B = (e1,...,ey,) est une base orthonormée de F, si
x,y sont deux vecteurs de F de coordonnées respec-
tives (1,...,2n) et (y1,...,yn) dans A, i.e. si x et
y vérifient

T =x1€1+ -+ Tpenp,

Y =yi1e1 + -+ Ynen,

alors
(z,y) =21y1 + -+ + Tnln,
Jz))? = af +- - + 2.
Avec
1
X = Matg(x) =
L,
et
Y1
Y =Matg(y)=| : |,
Yn
cela s’écrit
(z,)) =XTY et [X|P=XTX.

Proposition 0.0.1.
Si F est un sev de E, alors E = F @ F+.

1. Isométries vectorielles de F

Définition 1.0.1.
Une isométrie (vectorielle) de E est un endomor-
phisme de E préservant la norme.

Plus formellement, c¢’est une application f : £ —
FE qui est linéaire et qui vérifie :

I @) = [l -

On note O(FE) l'ensemble des isométries de F, que
I’on appelle groupe orthogonal de E.

Ve € E,
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Exercice 1.0.2.

On considere que £ = C, muni de sa structure eucli-
dienne usuelle. Pour §, A € R et a € C, on considere
les applications

2 ez,

12—z +a,

S o~ 3

D2 Az,

C:zm—2Z,

s:zmeifz,

Parmi ces applications, lesquelles sont des isométries
vectorielles de C 7 Géométriquement, que représente
chacune de ces applications (on calculera s(e/2) et

s(ie®/2)) 7

Exercice 1.0.3.

On reprend 'exercice précédent. Que dire de la base
(1,7) ? Déterminer les matrices dans la base (1,1) de
r et de s.

Théoréeme 1.0.4.

Soit f un endomorphisme de E. Alors, f est une
isométrie si et seulement si f préserve le produit
scalaire, i.e. si et seulement si

Ve,y € B, (f(2), f(y) = (z,y).

Démonstration.
Supposons que f préserve le produit scalaire. Soit x € F, alors

IF@)I* = (f(@), f(@)) = (&, 2) = |lz]]%,

donc || f(z)|| = ||z||, donc f est une isométrie.
Réciproquement, supposons que f est une isométrie. Soit
xz,y € E. Alors, par I'identité de polarisation,

(f(x), f(y)) 1)+ FOIP = £ @)1 = [1F@)I1%)
|F@+IP = 1F @17 = 11F@)I?)

2 +ylI* = llz* = llull*)

= (z,y).

3
o1
3

Remarque 1.0.5.
Une isométrie est donc exactement une transforma-
tion linéaire conservant a la fois les distances et les
angles non orientés.

Notamment, si f est une isométrie et si x 1L v,

alors f(x) L f(y).
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Proposition 1.0.6.
Soit f une isométrie de E. Alors, f est un automor-
phisme de E.

Démonstration.

L’application f étant un endomorphisme de F, et comme E
est de dimension finie, il suffit de montrer que f est injective,
donc que Ker f = {0g}.

Soit donc = € Ker f. Alors f(z) = 0g donc || f(z)]| = 0, mais
|| f(z)]| = ||z|| car f est une isométrie donc ||z|| = 0, autrement
dit = = Og. L’application f est donc un automorphisme de
E. O

On peut retrouver ce résultat avec la proposition

suivante, qui assure que 0 n’est pas valeur propre
d’une isométrie.

Proposition 1.0.7.
Soit f une isométrie vectorielle de E et A une valeur
propre réelle de f. Alors, |A| = 1.

Démonstration.
Soit A une valeur propre de f, x un vecteur propre associé.
Alors, f(x) = Az, donc

IF @) = A =]l = =]l -

Comme z n’est pas nul, |A| = 1.

Proposition 1.0.8 (groupe orthogonal).
L’ensemble O(FE) est stable par composition et par
passage a l'inverse, i.e. pour tout f,g € O(FE), alors
fogeO(E)et f~1 € O(E).

De plus, Idg € O(E).

Démonstration.
Soit f,g € O(E). Soit x € E. Alors

(g o A@) = llg(f@ENI = IF @) = ll=l,

donc go f € O(E).
Soit f € O(FE) et x € E. Alors
(fof D) =xz,
donc
I1(F o f~H @) = |-

Mais comme f est une isométrie,

I(F o D@ = @I = 1F7 @),

donc ||f~*(z)|| = ||=||. Ainsi f~' € O(E).
Le fait que l'identité est une isométrie vectorielle est immé-

diat. O
Théoréme 1.0.9.
Soit f un endomorphisme de E, soit = (e, ..., ey)

une base orthonormée de E.
Alors, f est une isométrie si et seulement si f(%) =
(f(e1),..., f(en)) est une base orthonormée de E.
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Démonstration.
Supposons que f € O(E). Alors, pour tout i,j € [1,n],

1
0

si
si

i=7

i

La famille f (%) est donc une famille orthonormée de n vecteurs
de E : autrement dit, c’est une base orthonormée.

Réciproquement, supposons que f (%) est orthonormée. Soit
x € E, que 'on décompose sur #

(Slen), fe)) = enes) = 8 = |

r=x161+- -+ Tnen.
Alors, par linéarité de f,

f@)=z1f(er) + -+ znflen),

mais comme (%) est orthonormée, on a par 'expression de
la norme dans une base orthonormée :

IF @)1 = ai + - + a5 = l|lz]*.
O

Ainsi, f est une isométrie.

Exercice 1.0.10.
On considére R?, muni de sa structure euclidienne
usuelle, ainsi que ’endomorphisme

T T+ y)
() L (19
/ <y) V2 \z—y
L’endomorphisme f est-il une isométrie vectorielle

de R? ?
Méme question pour

9(5%&(

w5 67)

Rappel 1.0.11.
Un sous-espace vectoriel F' de F est stable par un
endomorphisme f de E si

1

1 r+vy

—$+y>

et pour

Ve e F, f(x)€F.

Théoréme 1.0.12.
Soit f une isométrie vectorielle de E, et F' un sous-
espace vectoriel de E.

Si F est stable par f, alors F- est aussi stable par
f (i.e. pour tout = € F+, f(x) € F1).

Démonstration.

On a f(F) C F, mais comme f est un isomorphisme de
E, si # = (e1,...,ep) est une base de F, alors f(#) =
(f(e1),-.., f(ep)) est une famille libre (par injectivité de f,
cela se démontre aisément) de vecteurs de f(F'), qui engendre
f(F) (par linéarité de f), donc f(Z) est une base de f(F).
Ainsi, dim f(F) = dim F, et donc F' = f(F).

Autrement dit, ’endomorphisme fr de F (défini par
fr(z) = f(x)) est un automorphisme de F. On pouvait aussi
Pobtenir en observant que fr est une isométrie vectorielle de
F.
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Soit ¢ € F*, il s’agit de montrer que f(x) € F*. Soit y € F.

Comme F = f(F), il existe t € F vérifiant y = f(¢t).
On a alors

(f(@),y) = (f(2), f(1)) = (1),

la derniére égalité s’obtenant par le caractére d’isométrie de f.

Comme z € F-ett€ F,onaz Lt donc

0= (z,t) = (f(2),y).
Ainsi, f(z) Ly, et ce pour tout y € F, donc f(x) € F*, donc
F1 est stable par f. O

Exercice 1.0.13.
On se place dans R?, muni de sa structure euclidienne
usuelle. On considere ’endomorphisme

X

)
z

Tz —2y—2z
—2x+y—2z
—2x -2y + =z

1
}_)7
3

. Montrer que f est une isométrie vectorielle de
RR3.

1

1 ]. Calculer f(ﬁ) Que peut-on

1

en déduire sur 2 = Vect(w) ?

. En déduire que le plan & d’équation z+y+z =
0 est stable par f.

. Soit U =

Proposition 1.0.14.
Soit F' un sev de E. Notons s la symétrie orthogonale
par rapport a F' (i.e. la symétrie par rapport & F' et
parallélement & F).

Alors, s est une isométrie.

Démonstration.
On sait déja que s est un endomorphisme de FE.

Soit x € F, écrivons £ = zp + xq, ou xr € F et g € rt.
On a alors par le théoréme de Pythagore, comme xr | zg :

I21* = ller|* + llzcll® -
De plus, s(x) = zr — z¢, donc pour la méme raison :
2 2 2 2
s@)I" = llzrl” + llzall” = [l=]”.

Par la positivité de la norme, ||s(x)| = ||z||, donc s est bien
une isométrie vectorielle.

Lemme 1.0.15 (légérement HP).

Si f est une isométrie de E (i.e. f € O(F)), alors
les sous-espaces vectoriels 1 (f) = Ker(f — Idg) et
E_i(f) = Ker(f + Idg) sont orthogonaux.

Démonstration.
Soit z € E1(f) et y € E_1(f)
fly) =—v.

Or, f étant une isométrie vectorielle, f préserve le produit
scalaire, donc

(z,y) = (f(2), f(y)) = (2, —y) = —(z,9).

On a donc bien (z,y) = 0, donc = L y, ce qui était bien le
résultat demandé. O

:on a alors f(z) = z et
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Proposition 1.0.16.

Soit f une symétrie vectorielle de E. Alors, f est
une symétrie orthogonale si et seulement si f est une
isométrie de E.

Démonstration.
On sait déja que si f est une symétrie orthogonale, alors f est
une isométrie de E.

Réciproquement, si f est une symétrie vectorielle qui est
aussi une isométrie de E, alors par le lemme précédent, Ker(f—
Idg) et Ker(f + Idg) sont orthogonaux, donc comme F =
Ker(f—Idg)®Ker(f+1dg), ces deux sous-espaces propres sont
les orthogonaux 1'un de ’autre, donc f est bien une symétrie
orthogonale. O

Définition 1.0.17.
Un hyperplan de E est un sous-espace vectoriel de
FE de dimension n — 1.

Définition 1.0.18.
Une réflexion est une symétrie orthogonale par rap-
port a un hyperplan de E.

Notamment, toute réflexion est une isométrie.

s(z)

Or

FIGURE 1 — Représentation d’une réflexion plane

Remarque 1.0.19 (voir figures 1 et 2).

Une réflexion est donc la généralisation de ce que
vous avez appelé « symeétrie », ou bien « symétrie
axiale » dans les petites classes.

Si s est une réflexion par rapport a un hyperplan
F, alors v — s(x) € F+. Comme F* est une droite
vectorielle, si x ¢ F, alors z — s(z) est un vecteur
directeur de Ft.

Exercice 1.0.20.
Dans R?, déterminer I'expression de la réflexion par
rapport a la droite Z d’équation y = .
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9

0p*

FIGURE 2 — Représentation d’'une réflexion dans 'es-
pace

2. Matrices orthogonales

2.1. Généralités et groupe orthogonal

Définition 2.1.1.
Une matrice A € #,(R) est dite orthogonale si
ATA=1,.

On note O, (R), ou O(n), 'ensemble des matrices
orthogonales de taille n, appelé groupe orthogonal
d’ordre n.

Exercice 2.1.2.
Si 0 € R, déterminer si R(f) = (@SQ
sin 6

—siné
cos ) ot

S 9) sont des éléments de Oz(R).

cos
—sinf cos6

S(6) = (

Remarque 2.1.3.
A est donc orthogonale si et seulement si A est in-
versible et si A1 = AT. C’est donc équivalent & «
AAT =1, ».

On remarquera aussi que toute matrice orthogo-
nale est par définition carrée.

Remarque 2.1.4.
Si A orthogonale, AT est aussi orthogonale.

Proposition 2.1.5 (propriétés de groupe).

L’ensemble O, (R) est stable par produit et par

passage a linverse, i.e si M, N € O,(R), alors

MN € 0,(R), M est inversible et M~! € O,(R).
De plus, la matrice identité est orthogonale.

Démonstration.
Soit M, N € O, (R). Alors,

(MN)TMN=N"M"MN=N"I,N=N'N =1,
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donc MN € O, (R). On sait déja que M est inversible, et par
la propriété de transposition d’une inverse :

MY M =M xMT =1,

On aenfin : I, € M (R) et I,] I, = I, donc I, € O,(R). O

Théoréeme 2.1.6.

Une matrice A € #,(R) est orthogonale si et seule-
ment si ses vecteurs colonnes forment une base ortho-
normée de ., 1(R) (pour le produit scalaire usuel).

Démonstration.
Notons C1, ..., C, les colonnes de A, et (-, -) le produit scalaire
usuel sur .4, 1(R). Si (i,5) € [1,n]?, on a alors

(ATA)i; = (Ci, Cy).
Or, la famille (C1,...

,Cr) est orthonormée si et seulement si

1
0

si
si

P s 1=
Vi, ) € [1,n]°, <ci,cj>_aw_{ oy

C’est bien équivalent au fait que AT A = I,,.

Corollaire 2.1.7.

Une matrice A € M, (R) est orthogonale si et seule-
ment si ses vecteurs lignes forment une base ortho-
normée de .#; »(R) (pour le produit scalaire usuel).

Démonstration.

Il suffit d’appliquer le théoréme précédent & AT, dont les
colonnes sont les transposées des lignes de A, en remarquant
que A est orthogonale si et seulement si AT 1’est aussi. O

Remarque 2.1.8.

Il est souvent plus efficace de vérifier que les colonnes
forment une base orthonormée de .4, ;(R) (pour
n =2 oun = 3) que de calculer le produit A" A.

Exercice 2.1.9.
Parmi les matrices suivantes, déterminer lesquelles
sont orthogonales.

010
1. A=(1 0 0
0 01
-1 2 1
22.B=1 0 1 0
1 10
S\vz 0 2
-1 0 1
4. D=1 0 1 0
1 01
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Proposition 2.1.10.

Soit % une base orthonormée de E et %’ une autre
base de E. Alors, %4’ est orthonormée si et seulement
si la matrice de passage de # a ', notée Py 4, est
orthogonale.

Démonstration.
Rappelons qu’une famille de vecteurs est une base orthonormée
de F si et seulement si c’est une famille orthonormée de n
vecteurs.
Par définition, la matrice de passage de & & %’ a pour
colonnes les coordonnées des vecteurs de %’ dans la base 4.
Si lon note C1, ..., Cy ces colonnes, (-, ) le produit scalaire
sur M 1(R), e1,...,e, les vecteurs de &', (- | -) le produit
scalaire dans F, alors par I’expression du produit scalaire dans
une base orthonormée on a pour tout (i,3) € [1,n]> :

(ei | e5) = (Ci, Cy).

Ainsi, (C1,...,Cy) est une famille orthonormée de ., 1(R)
si et seulement si (e1,...,en) est une famille orthonormée de
E. Comme on a deux familles de n éléments dans des espaces
vectoriels de dimension n, ces deux familles sont deux bases
orthonormées de leurs espaces, ou alors elles ne sont toutes
les deux pas des bases orthonormées. On a donc ’équivalence
demandée. O

Exercice 2.1.11.
On reprend 'exercice 2.1.9. On considére la matrice
A, on introduit la famille de ses colonnes

1 0
Ca = 1],101],{0
0 1

On introduit de mémes les familles g, ¢ et €p
des colonnes de B, C et D respectivement.

Parmi ces familles, lesquelles sont des bases ortho-
normées de .#31(R) 7

Théoréme 2.1.12.
Soit % une base orthonormée de F et f € Z(F).
Alors, fe O(E) si et seulement si Matz(f) € Op(R).

Démonstration.
Notons & = (e1,...,en), M = Matg(f) et Ci,...,Cy ses
colonnes.

On sait que f est une isométrie vectorielle si et seulement

si (f(e1),..., f(en)) est une base orthonormée de E.
Si f est une isométrie vectorielle, alors % =
(f(e1),-.., f(en)) est une base orthonormée de E, or M est la

matrice de passage de # & %', donc par la proposition 2.1.10
M est une matrice orthogonale.

Réciproquement, si M est orthogonale, alors comme M =
Mat g (#') et comme M est inversible, %’ est une base de
E, et M est la matrice de passage de & & %’. Ainsi, par la
proposition 2.1.10, #’ est une base orthonormée de E, donc f
est orthogonale. O
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Exercice 2.1.13.
On reprend 'exercice 2.1.9. On note p4, ¢B, Yc et
¢p les endomorphismes de .#31(R) canoniquement
associés a A, B, C et D respectivement.

Par exemple,

T -+ 2z
YD Y | = Yy
z T+ z

Parmi ces endomorphismes, lesquels sont des isomé-
tries vectorielles ?

Exercice 2.1.14.

Retrouver le résultat de la premiere question de
I’exercice 1.0.13 ainsi que ceux de I'exercice 1.0.10 a
I’aide de ce résultat.

Théoréme 2.1.15.
Pour toute matrice orthogonale M (i.e. M € O, (R)),
det(M) € {—1,1}.

Démonstration.

Pour tout M € On(R), on a M™M I,, donc
det(M ) det M 1, autrement dit (det M)? = 1, d’ou
det M = +£1. O

Corollaire 2.1.16.
Pour toute isométrie f de E (i.e. f € O(FE)), on a

det(f) € {~1,1}.

Démonstration.
Soit f € O(E), # une base orthonormée de E. Alors
Matg(f) € On(R), donc par ce qui précede,

det(f) = det(Matg(f)) € {-1,1}.

2.2. Groupe spécial orthogonal

Définition 2.2.1.
Une matrice orthogonale est dite positive si son dé-
terminant vaut 1, et négative sinon.

L’ensemble des matrices orthogonales positives
(i.e. de déterminant 1) est appelé groupe spécial or-
thogonal, noté SO, (R).

Exercice 2.2.2.
On reprend 'exercice 2.1.9.

Parmi les matrices orthogonales, quelles sont celles
dans SO3(R) 7
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Remarque 2.2.3.
Pour tout n > 1, il existe des matrices orthogonales
de déterminant 1 (I,, par exemple) et de déterminant
—1 (par exemple la matrice diagonale dont tous les
coefficients valent 1 sauf le premier qui vaut —1).
Le produit de deux matrices de SO,(R), l'in-
verse d’'une matrice de SO, (R) sont toujours dans
SO, (R) : SO, (R) est stable par produit et par pas-
sage a l'inverse, et contient I,,.

Définition 2.2.4.

Une isométrie vectorielle est dite directe si son dé-
terminant vaut 1, et indirecte sinon. L’ensemble des
isométries directes de E est appelé groupe spécial
orthogonal de E, noté SO(E).

Exercice 2.2.5.
On reprend l'exercice 1.0.10.

Parmi ces endomorphismes, lesquels sont des iso-
métries directes 7 Indirectes ?

Méme question avec 'isométrie de I’exercice 1.0.13.

Exercice 2.2.6.

On reprend l'exercice 1.0.2. Déterminer le caractere
direct ou indirect des isométries de C que sont py :
z*—)zeie,c:z%iets:zr%eiei.

Exercice 2.2.7.
Une réflexion est-elle une isométrie directe ou indi-
recte 7

2.3. Orientation d’un espace euclidien

Orienter un espace euclidien E, c’est en choisir
une base orthonormée %y de référence. On considere
ici qu'un tel choix a été fait : E est orienté par Ay.
D’apres le paragraphe précédent, pour toute autre
base orthonormée % de E, la matrice de passage de
By a B est orthogonale, donc de déterminant £1.

Définition 2.3.1.

Une base orthonormée & de E est dite directe si la
matrice de passage de %y a £ est de déterminant 1
(sinon, elle est dite indirecte).

Remarque 2.3.2.

On oriente le plus souvent R? par la base canonique.
Les bases directes sont alors celles dont les trois
vecteurs (7, 7, W) sont orientés comme votre pouce,
index et majeur de la main droite, respectivement.
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Remarque 2.3.3.

On se place dans .5 1(R), orienté par sa base cano-
nique, et 'on considere les familles €4 et ¢ intro-
duites par 'exercice 2.1.11

0 1 0

Ca = 11,101],{0

0 0 1

et

1 -1 -1

1 1 1
o= —=11],— 1 , — 1
V3\1) V2o ) VB 5

Déterminer ’orientation de ces bases orthonormées.

Remarque 2.3.4.

Dans un espace euclidien orienté de dimension n,
étant donné une famille (vy,...,v,-1) orthonor-
mée, on peut toujours compléter cette famille en
une base orthonormée (vi,...,v,) de E. Comme
Vect(v1, . ..,v,_1)" est une droite vectorielle, il n’y
a que deux choix possibles pour ce vecteur v,,, oppo-
sés I'un a 'autre.

Changer v, en —uv, change l'orientation de cette
base. Il existe donc un seul choix du vecteur v,
rendant la base (v1,...,v,) orthonormée directe.

Il existe donc deux orientations naturelles sur
Ihyperplan H = Vect(vy,...,v,-1), en fonction du
choix de v,. Ce dernier vecteur v, étant fixé, la

base (v1,...,v,—1) (b.o.n. de H) est dite directe
lorsque (v1,...,v,) est une base orthonormée directe
(b.o.n.d) de E.

Dans l'espace (que 1'on peut identifier & R3), si
(7, 7) est une famille orthonormée de deux vecteurs,
alors (7, T, U A 7) est une b.o.n.d. de ’espace, et
(«, 7, = AT) est une base orthonormée indirecte.

Proposition 2.3.5 (légerement HP).

Si # est une base orthonormée de E et f une iso-
métrie de E, alors la base orthonormée f(%) est de
méme orientation que & si et seulement si I'isométrie
f est directe.

Démonstration.
Admis

Remarque 2.3.6.

Cela signifie qu’une isométrie est directe si et seule-
ment si elle préserve 'orientation des bases ortho-
normées (7.e. envoie une b.o.n.d. sur une b.o.n.d. et
envoie une base orthonormée indirecte sur une base
orthonormée indirecte).
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Proposition 2.3.7.

Soit % une base orthonormée directe de E et %4’ une
base orthonormée de E. Alors %’ est directe si et
seulement si la matrice de passage de % a %', notée
Py 2, est positive.

Démonstration.
Admis.

3. Diagonalisation des matrices
symétriques réelles

Dans toute cette partie, .#, 1(R) est muni du pro-
duit scalaire usuel

(X, v)=X"y.

Lemme 3.0.1.
Les valeurs propres complexes d’une matrice symé-
rique réelle sont toutes réelles.

Démonstration (Hors-programme).
Soit A € #,(R). Pour une matrice M, on notera M la ma-
trice dont les coefficients sont les conjugués de ceux de M.
Remarquons que pour deux matrices M, N aux dimensions
compatibles, on a MN =M - N et MT = M.

T
Soit A € C une valeur propre de A, et X =

Tn
vecteur propre associé. Alors, X T AX est un nombre complexe,
donc, comme A est symétrique,

XTAX =(XTAX)T=XTATX = XTAX.

En conjuguant ceci, on obtient comme A est & coefficients réels
(et donc A = A),

XTAX = XTAX = XTAX.

Ainsi, X T AX est un nombre réel.
Or, comme AX = AX, on obtient

n n
XTAX = AX"TX = AZikxk = AZW}C‘Q.
k=1 k=1

Comme X n’est pas nul, Zi’kzk est un réel strictement
k=1

positif, donc en divisant par ce réel on obtient que A est un

nombre réel.

O

Théoréeme 3.0.2.
Les sous-espaces propres d’une matrice symétrique
réelle sont deux a deux orthogonaux.

7/ 13
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Démonstration.

Soit M une matrice symétrique réelle et A\, u € R deux va-
leurs propres distinctes de M. Alors, considérons X € E) =
Ker(AI, — M) (soit MX = AX) et Y € E,, = Ker(ul, — M)
(soit MY = puY). On a

(MX)'Y =(AX)TY = \X,Y).
Mais, par ailleurs, M étant symétrique, M T = M donc
MX)'Y =X"M'Y =X"MY =uX"Y = pu(X,Y)
On a donc
MX,Y) = p(X,Y),

mais comme A # p, on en déduit que (X,Y) = 0. Ainsi, ces
deux sous-espaces propres Ey et E, sont orthogonaux. O

Théoréme 3.0.3 (Théoréme spectral).
Soit A une matrice symétrique et a coefficients réels.
Alors, A est diagonalisable (sur R) et il existe une
base orthonormée de .7, 1(R) formée de vecteurs
propres de A.

Autrement dit, il existe P € O, (R) et D € .#,(R)
diagonale telles que

A=PDP" (=PDPY).

Démonstration.
Admis.

Exercice 3.0.4.
Pourquoi la matrice suivante est-elle évidemment
diagonalisable 7

3 1 -1
B = 1 7 2
-1 2 0

Exercice 3.0.5.
Sans aucun calcul, justifier que la matrice

v )

est diagonalisable, et la diagonaliser.

1 2
2 1

Exercice 3.0.6.

Soit
-2 3 0 1
3 1 -2 0
A= 0 -2 3 1
10 1 0
1. Cette matrice est diagonalisable, de maniere

évidente : pourquoi ?

. Déterminer un vecteur propre évident de A.
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3. On note ¢4 I'endomorphisme de .#4 1(R) cano-
niquement associé a A

YA — A

+ N 8
SR SIS

Montrer que ¢4 est diagonalisable, qu’il existe
une base de diagonalisation de ¢4 qui est or-
thonormée, et trouver un hyperplan de .#, 1 (R)
stable par 4.

Remarque 3.0.7.
Si A est symétrique réelle, si A = PDP' (ou P
est orthogonale), alors P est une matrice dont les
colonnes forment une base orthonormée de vecteurs
propres de A.

Pour la déterminer, généralement

> on remarque que A est symétrique et réelle, puis
on invoque le théoréme spectral ;

> on détermine les valeurs propres de A et leurs
multiplicités ;

> on détermine une base orthonormée de chaque
sous-espace propre de A (au pire, par le procédé
d’orthonormalisation de Gram-Schmidt).

On peut parfois accélérer le dernier point en utili-
sant le fait que les sous-espaces propres de A sont
orthogonaux deux a deux.

A Le « diagonalisable dans une base ortho-
normée » du théoréme spectral ne signifie pas que
toutes les bases de diagonalisation de A sont ortho-
normées (pensez au cas ou A = I3), mais qu'il existe
au moins une base de diagonalisation orthonormée
(& déterminer).

Exercice 3.0.

8.

1 1
Soit A = 01
1 0

= = O

Déterminer une matrice diagonale D et une ma-
trice orthogonale P telles que A = PDP'.

Exercice 3.0.9.

—7 4 -4
Soit A= 4 -1 -8
—4 -8 —1

1. Justifier que A est diagonalisable.
2. Calculer le polynoéme caractéristique de A.

3. En menant un seul calcul de vecteur propre,
déterminer une base orthonormée de diagonali-
sation de A.

Nous pouvons enfin obtenir une caractérisation
des symétries orthogonales.
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Proposition 3.0.10.

Soit f € Z(F) et & une base orthonormée de E.
Alors, f est une symétrie orthogonale si et seulement
si Matz(f) est une matrice symétrique et orthogo-
nale.

Démonstration.

Si f est une symétrie orthogonale, on sait déja que Matg/(f)
est orthogonale, car f est une isométrie. De plus, il existe
une base orthonormée %’ dans laquelle la matrice de f est
diagonale (la diagonale étant composée de 1 et de —1). En
notant P = Pg " et D cette matrice diagonale, on obtient

Matgg(f) = PDP™' = PDP',

et I'on s’appercoit que Matg(f)" = Matg(f), donc Mat g (f)
est symétrique.

Réciproquement, si Matg(f) est symétrique, alors par le
théoreme spectral, il existe une base orthonormée de diago-
nalisation de f, et comme f est orthogonale on observe que
Sp (f) € {—1,1}. Ainsi, il existe P orthogonale et D diagonale
dont les coefficients diagonaux sont dans {—1,1} et telles que

Matez(f) = PDP'.
Comme D? = I,,, on obtient
Matgg(f) = PD*P" = I,,,

donc f est une symétrie. Comme f est une isométrie, f est
une symétrie orthogonale. O

4. Classification des isométries du
plan et de I'espace

Dans cette partie, on décrit tous les éléments des
groupes Oz(R) et O3z(R).

4.1. Isométries du plan

Théoréme 4.1.1 (classification des matrices ortho-
gonales d’ordre 2).
Soit M € O2(R).

> Si det(M) =1, il existe 6 € R tel que

cos@ —sinf
M = R(0) = <sin9 cos 6 >

On dit que M est la matrice de rotation
d’angle 6.

> Sidet(M) = —1, il existe 6 € R tel que
sinf —cosf

M = S(8) = <cos€ sin 6 )

Démonstration.
Soit M = (Z Z € O2(R). Alors les vecteurs colonnes de
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M forment une b.o.n. de .#3,1(R), donc (on peut aussi écrire
MT M = I, pour obtenir ces équations) :

ab +ed = 0
a? +2 = 1
¥od: = 1

Ainsi, il existe 6,p € R tels que a = cosf,¢c = sinf,b =
cos p,d = sin p. Alors,

cosfcosp+sinfsinp =0,

i.e. cos(0—p)=0,ie 0=p+ g[w] Ainsi,

{ cosf = sinp
sinf = —cosp
ou

{ cos = —sinp

sinf = cosp

Dans le premier cas det(M) = 1, ce n’est possible que si
M € SO3(R), dans le second cas det(M) = —1, ce n’est
possible que si M € O2(R)\SO2(R). O

Remarque 4.1.2.

La réciproque est clairement vraie : toutes les ma-
trices d’une des formes ci-dessus sont bien dans
0O2(R), de déterminants 1 et —1 respectivement.

Théoréme 4.1.3 (classification des isométries
planes).
Soit E un espace euclidien orienté de dimension 2.

> Si f € SO(E) (i.e. det(f) = 1), alors il existe
0 € R, unique & un multiple de 27 pres, tel que,
pour toute base orthonormée directe Z de E,
on a

cosf —sin 9)
sinf cosf /°

Matis(f) = R(0) = (

On dit que f est la rotation vectorielle d’angle 6.

> Sinon, det(f) = —1, considérons une base or-
thonormée directe 2 = (7', J) de E. Alors, il
existe 6 € R tel que

cos 0 sin@)
sinf —cos@/’

Matip(f) = 5(6) = (

Notamment (voir figure 3), f est la réflexion par
rapport a la droite

2 = Vect (cos <g>_z> + sin <g>7)

Démonstration.

Supposons que f € SO(E), i.e. que f est une isométrie directe.

On montre par calcul matriciel que pour tout 6,9 € R :
R(0)R(p) = R(0 + ¢).

Soit B, #' deux b.o.n. directes de E. Alors Matg(f) €
SO2(R), donc d’apres le théoréme précédent, il existe 8 € R
tel que Matg(f) = R(6).
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Alors Matg (f) = PR(0)P™', o1 P est la matrice de pas-
sage P2, = Mat g (%). Mais comme % et %’ sont deux b.o.n.
directes, P € SO2(R), et donc il existe p € R tel que P = R(p).
On a ainsi :

Matg (f) = R(p)R(0)R(—p) = R(p+ 60 — p) = R(6).

On démontre 'unicité de 6, a un multiple de 27 pres
pour tout 61,02 € R, on a R(61) = R(62) si et seulement
si cos(f1) = cos(f2) et sin(f1) = sin(2), ce qui donne bien
I’unicité demandée.

Sinon, f est une isométrie indirecte, donc si B = (7), 7)
est une base orthonormée de E, Matg(f) € O2(R) est une
matrice orthogonale de déterminant —1, il existe donc 6 € R

tel que
cosf  sinf )
sinf —cosf/’

Mata () = S0) = (

Avec (77 7) les vecteurs tels que

0 (0
Matg (T, 7) = ::ggg C:j(((f)) 7
2 2

on peut vérifier (par calcul matriciel, ou bien en utilisant les

calculs menés avec l'isométrie s introduite par ’exercice 1.0.2)

que (T, ) est une base orthonormée de E, que f(W) = o
et que f(V)=—-7

Ainsi, f est bien la réflexion par rapport a ¥ = Vect(ﬁ)A

O

f(x)

FIGURE 3 — Représentation d’une réflexion plane

Exercice 4.1.4.
On considére R?, muni de sa structure euclidienne
usuelle, ainsi que les isométries

()5l

()5 (5
T \y) T B \—a g/
Quelles sont leurs natures géométriques ?

Remarque 4.1.5.

En dimension 2, les isométries (vectorielles) directes
sont donc les rotations, et les isométries (vectorielles)
indirectes sont les réflexions.

9 /13
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Corollaire 4.1.6 (caractérisation par les éléments
propres).

Soit f € O(F), ou E est un espace euclidien orienté
de dimension 2.

> Si f € SO(E), alors soit f = +Idg (dans ce
cas f a une valeur propre double, 1 ou —1, le
sous-espace propre associé étant de dimension
2), soit f n’a aucune valeur propre réelle.

> Sinon, f a pour valeurs propres 1 et —1, qui
sont simples, les sous-espaces propres associés
étant de dimension 1.

Remarque 4.1.7 (détermination de ’angle d’une
rotation plane).
Si f € SO(E) (ou E est orienté et de dimension 2)
f est donc une rotation vectorielle, dont on note 6
une mesure de 'angle. Il suffit de lire les valeurs de
cos(f) et de sin(f) dans la matrice de f dans une
base orthonormée directe quelconque.

On peut aussi les retrouver de maniere plus abs-
traite, par le théoreme précédent

cos(f) = %tr (f)-

Si @ est un vecteur unitaire, on a pour toute base
orthonormée directe &

cos(0) = (u, f(u)), sin(f) = detg(u, f(u)).

En effet, il suffit de considérer une b.o.n.d. de la
forme (u,v), et d’écrire la matrice de f dans cette
base : elle est de la forme

= (o i)

donc

Mat ) (u, f(u)) = ((1) Z?ﬁég) ’

d’ou le résultat annoncé.

Remarque 4.1.8 (Détermination de I'axe d’une
réflexion plane).

Si f est une réflexion plane, le théoreme 4.1.3 donne
une expression pour l’axe de la réflexion, utile lorsque

I’on sait déterminer la quantité cos <2>
Sinon, cet axe est tout simplement E;(f) : on

I’obtient en menant une recherche de sous-espace
propre.
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4.2. Isométries de I'espace

Soit £/ un espace euclidien orienté de dimension 3
et f une isométrie de FE.

Définition 4.2.1.
On appelle rotation toute isométrie directe de F, et
antirotation toute isométrie indirecte de E.

Remarque 4.2.2.
Nous allons justifier la pertinence géométrique de ce
vocabulaire dans cette partie.

Remarquons que le polynéme caractéristique x ¢
de f est de degré 3 et a coeflicients réels, il admet
donc au moins une racine réelle. On sait de plus que
Sp(f) € {—1;1}, donc cette racine réelle est 1 ou
—1.

Considérons donc les sous-espaces vectoriels de
E

Ei=Ker(ldg — f)={z € E| f(zx)=2x},
E 1=Ker(ldg+ f)={z € E| f(x)=—x}.

Au moins I'un de ces deux espaces n’est pas réduit a
{0g} : c’est donc un sous-espace propre de E. Nous
allons discuter selon la dimension de F_j.

a. SidimE_; =0

Proposition 4.2.3.
Si f est une isométrie de ¥ n’admettant pas —1 pour
valeur propre, alors il existe un vecteur k unitaiie

et un angle 6 € R, unique a 27 pres étant donné _k> ,
tels que, pour tout (7, 7) tel que B = (7}, 7, k)

est une base orthonormée directe de F,

cosf) —sinf O
Matg(f) = | sinf cosf O
0 0 1

%
En notant 2 = Vect( k) (voir figure 4), alors f
est appelée la rotation d’axe &, dirigé et orienté par

k , et d’angle 6.

Démonstration. N
Alors dim E; > 1. Considérons donc k un vecteur de E; de
norme 1, notons 2 = Vect( k) (c’est une droite), ainsi que
P = 9"+ (c’est un plan, orienté par k ).

Comme k est un vecteur propre de f, & est stable par f,
donc & = P est également stable par f. L’application f
induit donc une isométrie f du plan &2, qui est de dimension
2. D’aprés le paragraphe précédent, f est soit une rotation,
soit une réflexion.

Si f était une réflexion, il existerait z € £ non nul tel que
f(z) = f(z) = —z. Comme —1 n’est pas valeur propre de f,
c’est impossible, on en déduit donc que f est une rotation.

10 / 13
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On sait donc qu'il existe € R, unique a 27 pres, telle que
pour toute base orthonormée directe (7, 7) de &,

- cos(f) —sin(f
Mat (2 7)(f) = (sin((O)) cos(é))> '

Cela donne bien le résultat demandé. O
f@
9
T
_>
k
g P =9+

FIGURE 4 — Représentation d’une rotation dans l'es-
pace

Remarque 4.2.4.

En dimension 3, pour décrire correctement une ro-
tation, il est important d’orienter son axe (en en
donnant un vecteur directeur). En effet, remplacer
? par —? a pour conséquence de changer I'angle 6
de la matrice de la proposition 4.2.3 en —6.

Remarque 4.2.5 (obtention de ?)
On a toujours ? € Ei(f). Si 0 # 0 [27], on a
Eq(f) = Vect( k).

Si 6 =0 [27], alors f = Idg. On pourra dire que
toute droite est un axe de rotation pour la rotation
Idg.

Le cas particulier du demi-tour (6 = 7 [27]) sera
bientot traité.

Remarque 4.2.6.
Si f est une rotation d’angle 6, alors

tr (f) =14 2cos(0).

Remarquons aussi que, en reprenant les notations
du théoreme précédent,

det 77 ?)(7), (), ?) = sin(#).

On admet que pour toute base orthonormée directe
% de E, et pour tout vecteur o ¢ 9, alors

%

det (T, f(), )

a le méme signe que sin(6).
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Exercice 4.2.7.
L’application

T 1 20 —y + 22
f+luy »—>§ 2042y — 2
z —x 4+ 2y + 2z

est une rotation. Déterminer un vecteur dirigeant et
orientant son axe, et une mesure de son angle.

Exercice 4.2.8.

Déterminer la matrice dans la base canonique de
1

la rotation d’axe dirigé et orienté par [ 2 | et
2

T

d’angle ——.
angle —2

b. SidimE_ ;=1

Proposition 4.2.9.

Si f est une isométrie de E dont —1 est une valeur
propre simple, alors il existe un vecteur k unitaiie
et un angle 6 € R, unique a 27 pres étant donné k ,
tels que, pour tout (7), 7) tel que B = (_z>, 7, ?)
est une base orthonormée directe de F,

cosf) —sinf 0
Matg(f) = | sinf@ cosf 0O
0 0 -1

En notant 7 = Vect(?) et P = Vect(7,7) = 2+,
alors f est la composée de la rotation r d’axe Z et
d’angle 6 par la réflexion s par rapport a & ('ordre
de composition n’important pas, voir figure 5).

On parle parfois d’antirotation d’axe dirigé et
orienté par k et d’angle 6.

Démonstration. N
On considére un vecteur unitaire k£ € E_; et deux vecteurs
7,7 tels que (?, 7, ?) soit une b.o.n.d.

De la méme facon que précédemment, 2 = Vect(?) est
stable par f, qui induit donc une isométrie f sur & =
Vect(_z>,7) = 2*. On remarque que —1 n’est pas valeur
propre de f, car sinon E_; serait au moins de dimension
2, donc f est une rotation, et 'on conclut de la méme ma-
niére. O

Remarque 4.2.10.
Si f est la composée d’une réflexion et d’une rotation
d’angle 6, alors

tr (f) = —1+ 2cos(d).

Remarquons aussi que, en reprenant les notations
du théoreme précédent,

det @7 ?)(7, (), ?) = sin(6).

11 /13
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FIGURE 5 — Représentation de la composée d’une
rotation r par une réflexion s dans l’es-
pace

On admet que pour toute base orthonormée directe
% de E, et pour tout vecteur v ¢ 9, alors
%

det o (U, f(), k)

a le méme signe que sin(6).

Exercice 4.2.11.
L’application

X —yﬂ—i—zﬂ

1
Fily =gl avV2-y—-2
z 22—y —z

est une antirotation. Déterminer un vecteur dirigeant
et orientant son axe, ainsi qu’'une mesure de son
angle.

c. Si dim E,1 =2

Proposition 4.2.12.
Si f est une isométrie de £ dont —1 est une valeur

propre double, alors il existe un vecteur k& unltage,
tel que, pour tout (7,?) tel que B = (7, 7, k)
est une base orthonormée directe de F,

-1 0 0
Matz(f)=( 0 -1 0
0 0 1

%
En notant 2 = Vect( k), alors f est appelée la
rotation d’axe Z et d’angle m (on parle parfois de

demi-tour d’axe ).

Démonstration.
On pose (7,7) une base orthonormée de & = E_; que

I’on complete par un vecteur k de sorte & avoir une b.o.n.d.
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(7, 7, ?) de E. Comme précédemment, & = E_; est stable
par f, donc Z = Vect(?) = (E_1)" est stable par f. Ainsi,
? est un xgcteur propre de_) f- Miis comme k & FE_1, néces-
sairement k € E; donc f(k)= k. O

Remarque 4.2.13.
Nul besoin d’orienter £ pour un demi-tour !

d. SidimF_; =3

Dans ce cas, f = —Idg, 'isométrie f est la sy-
métrie centrale par rapport a Op. Dans n’importe
quelle base % de E, on aura Matg(f) = —I3. Clest
aussi, pour tout vecteur k:_> unitaire, la composée
de la rotation d’axe Vect( k) et d’angle 7 avec la

i X revl
réflexion par rapport & &2 = Vect( k).

e. Résumé

On peut résumer les résultats obtenus précédem-
ment dans le tableau suivant (qui est plus a com-
prendre qu’a retenir), qui donne la nature géomé-
trique de f selon les dimensions de ses sous-espaces
propres (lire « Rot. » pour rotation, « Réf. » pour
réflexion et « A-Rot » pour anti-rotation, et 1’on
remarquera que ’on a colorié les cases en fonction
du caractere direct ou non de l'isométrie.

dim(E_1>

Théoreme 4.2.14.
Si F est de dimension 3, toute isométrie de E est

> soit une rotation vectorielle, c’est alors une iso-
métrie directe ;

> soit une anti-rotation, c’est alors une isométrie
indirecte.

Remarque 4.2.15.

Plusieurs isométries peuvent sembler absentes de
notre description mais sont en fait prises en compte :
les réflexions (mais ce sont les composées de réflexions
avec une rotation d’angle 0, voir figure 2) et les sy-
métries orthogonales par rapport a une droite (mais
ce sont les demi-tours d’axe cette droite).

On retiendra surtout le résultat suivant car, en
pratique, on n’étudie pas les isométries Idg et —Idg.
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Corollaire 4.2.16 (pratique).
Soit £ un espace euclidien orienté de dimension 3,
soit f est une isométrie de F qui n’est ni Idg, ni
—Idg.
> Si f est directe, dim(E1(f)) = 1, f est une
rotation d’axe F1(f).

> Si f est indirecte, dim(E_1(f)) = 1, f est une
antirotation d’axe E_i(f).

Remarque 4.2.17.
L’identité est une rotation bien particuliere :iln’y a
pas unicité de I'axe, toute droite vectorielle en étant
un axe. Certains auteurs considérent méme que ce
n’est pas une rotation.

Il y a exactement la méme ambiguité sur —Idg
qui est une anti-rotation pour tout axe.

Exercice 4.2.18.
Caractériser géométriquement ’application

x 1 —8x+4y+ =z
f+luy »—>§ 4o 4+ Ty + 4z
z x4+ 4y — 8z

4.3. Méthodologie d’étude des isométries de
R3

Pour un endomorphisme f de R3.

1. Montrer que f est une isométrie vectorielle, en
montrant le caractere orthonormé de I'image de
la base canonique de f (ou des colonnes de la
matrices de f dans la base orthonormée).

2. Calculer le déterminant de f, ou bien le pro-
duit vectoriel des deux premieres colonnes de la
matrice de f dans la base canonique.

Dans la suite, on suppose que f # Idrs et que f #
—Idps.

a. Méthodologie d’étude des isométries directes

Dans cette partie, on suppose que det(f) > 0.
Ainsi, f est une rotation, et 'on détermine :

L. .
> un vecteur k qui dirige et oriente son axe ;

> son angle € (& un multiple de 27 pres).

3. Déterminer un vecteur k vérifiant f (?) ~%.
-1
4. Calculer cos(#) = tr(f2)
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5. Prendre un vecteur ¥ non colinéaire a ?, cal-
culer f() et déterminer det %(ﬁ,f(ﬁ),?),
ou A est une base orthonormée directe quel-
conque : sin(f) est du méme signe.

6. Déterminer 6.

7. Conclure est la rotation d’axe dirigé et

orienté par k, et d’angle 6.

Exercice 4.3.1.
Dans R?, on considére ’endomorphisme f donc la
matrice dans la base canonique est

) 2V/2 =2 2
M== 2 2+v2 2—-V2
—2 2—V2 242

Déterminer la nature géométrique de f.

b. Méthodologie d’étude des isométries indirectes

Dans cette partie, on suppose que det(f) < 0.

Ainsi, f est une rotation la composée d’une ro-
tation et d’une réflexion (dont ’axe et le plan sont
orthogonaux), et ’on détermine :

AT .
> un vecteur k qui dirige et oriente 'axe de la
rotation, et qui est un vecteur normal au plan
de la réflexion ;

> son angle € (& un multiple de 27 pres).

3. Déterminer un vecteur & vérifiant f (?) e
t 1
4. Calculer cos() = r(f2)+

%

5. Prendre un vecteur ¥ non colinéaire a & , 3?1'
culer f(W) et déterminer det (., f(), k),
ou A est une base orthonormée directe quel-
conque : sin(f) est du méme signe.

6. Déterminer 6.

7. Conclure : f est la composée de la rotation
d’axe dirigé et orienté par k, et d’angle 6, par
la réflexion par rapport a Vect( k)= .
Exercice 4.3.2.

Dans R3, on considére ’endomorphisme f donc la
matrice dans la base canonique est

L3 1 Ve
-1 -3 V6
V6 —V6 -2

Déterminer la nature géométrique de f.

M =
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