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XIV Equations différentielles

Dans tout le chapitre, I est un invervalle de R de
diametre non nul, et K =R ou C.

1. EDL du premier ordre

1.1. Structure des solutions

Soit ’équation différentielle linéaire du premier
ordre

y' +a(t)y = b(t), (&)
de la variable fonctionnelle y, ou a et b sont deux
fonctions continues, définies sur 'intervalle I.

Définition 1.1.1.
Une fonction y : I — K est une solution de (&) si y
est dérivable sur I et si

vtel, y(t)+a)y(t) =bt).

Remarque 1.1.2.
L’équation (&) peut étre présentée de nombreuses
autres manieres. En voici quelques :

Y +ay=b,
y'(t) + alt)y(t) = b(t),
y' +a(x)y = b(z),
y'(z) + a(z)y(z) = b(x).

Définition 1.1.3.
L’ équation différentielle homogéne associée a (&) est

y +a(t)y = 0. ()

La fonction b est appelée second membre de (&).

Théoréme 1.1.4 (structure des solutions).
Si yo est une solution de (&), alors les fonctions
solutions de (&) sont exactement les fonctions de la
forme

s yo(t) + h(D),

ou h est une solution quelconque de (7).

Démonstration.
11 suffit de voir que 'on a les équivalences :

yest sol. de (&) <y’ +ay=»b
&y +ay = yo + ayo
& (y—yo) +aly —yo) =0
< (y — yo) est sol. de (7).
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On obtient le résultat annoncé en observant que I’on a toujours
Y =yo+ (¥ — o). O

Le théoréme précédent indique que ’ensemble des
solutions de (&) vérifie la structure « solution parti-
culiére + solutions de I’équation homogene ». Afin de
déterminer I’ensemble des solutions de cette équation,
on procede donc en deux temps

> on détermine toutes les solutions de 1’équation
homogene (77) ;

> on détermine une solution particuliere de I’équa-
tion (&).

Théoreme 1.1.5.
Soit A une primitive sur I de la fonction a. Alors,
les solutions de (7) sont exactement les fonctions

de la forme
t— Ce *A(t),

ou C € K est une constante quelconque.

Démonstration.

Comme a est continue, elle admet bien une primitive A, qui est
dérivable par définition. Remarquons que la fonction ¢ — e A(*)
ne s’annule jamais.

Soit y : I — R dérivable. 11 suffit donc de montrer que y
est solution de (J€) si et seulement si la fonction z : t +—
y(t)e“® est constante. Cette fonction z est bien dérivable
comme produit de fonctions dérivables, et pour tout t € R :

2 (1) =y (e A(t) + a(t)y(t)e * @ = e (Y (t) + a(t)y(t)).

Ainsi, 2’ est nulle si et seulement si y est solution de (), ce
qui donne le résultat annoncé. O

Remarque 1.1.6 (solutions évidentes).
Le théoreme précédent indique que ’ensemble des
solutions de (J#) est un sous-espace vectoriel de
dimension 1 de I'espace vectoriel des fonctions conti-
nues. Géométriquement, c’est une droite vectorielle.
Toutes les solutions de I’équation homogene sont
donc proportionnelles. Ainsi, si 'on arrive & trouver
une solution non nulle « évidente » h de (), alors
les solutions de I’équation homogene seront exacte-
ment les fonctions de la forme ¢ — Ch(t), ou C est
une constante quelconque.

Exercice 1.1.7.
Trouver des solutions évidentes des équations diffé-
rentielles homogenes suivantes.

L y/(z) —y(z) =0
2. y'(z)+3y(x) =0
3. 2y/(x) — y(x) = 0
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Remarque 1.1.8.

Il est toujours important de simplifier ’exponentielle
intervenant dans ’ensemble des solutions de I’'équa-
tion (J€).

Exercice 1.1.9.
Donner les solutions des équations homogenes sui-
vantes.

2
L y(x) = —y(z)
2.y +(In(t)+1)y=0
Remarque 1.1.10.
Les solutions de () sont proportionnelles & une
fonction s’écrivant sous la forme d’une exponentielle.

Excepté la solution nulle, ces solutions ne s’annulent
en aucun point.

=0

1.2. Recherche d’une solution particuliere

Le théoréme de structure des solutions indique
que, une fois les solutions de ’équation homogene
déterminées, il suffit de trouver une solution de
Iéquation (&) (que l'on appelle souvent solution
particuliére), pour déterminer toutes les solutions de

Il est souvent possible de trouver des solutions
« évidentes » (souvent constantes, voir exercice 1.2.1).
Si ce n’est pas le cas, on utilisera systématiquement
la méthode exposée dans le théoreme 1.2.4.

Exercice 1.2.1.
Déterminer des solutions évidentes des équations
différentielles suivantes.

1. y/(z) — 3zy(x) = 6z
2. y(x) +e®y(x) =e”.
3.y (z) + ay(x) = 1+ 22

Remarque 1.2.2.
Par le théoreme 1.1.5, une solution h de (J) est
non nulle si et seulement si elle ne s’annule jamais.

Lemme 1.2.3.
Soit h une solution de (.%°) ne s’annulant jamais,
soit y : I — R, considérons C = 4

Alors, y est dérivable si et seulement si C' Iest.

Démonstration.
Si y est dérivable, alors C' est dérivable comme quotient de
deux fonctions qui le sont.

Réciproquement, si C' est dérivable, alors y est dérivable
comme produit de deux fonctions qui le sont. O

Le lemme précédent indique que, sans perte de gé-
néralité, on peut chercher une solution y de (&) sous
la forme y : © — C(z)h(x), ou C est une fonction
dérivable.
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Théoréme 1.2.4 (méthode de la variation de la
constante).
Soit h une solution de (%) ne s’annulant jamais,
soit C': I — R une fonction dérivable.

Posons y :  — C(x)h(x). Alors, y est solution
de (&) si et seulement

C'(z)h(z)

Ainsi, y est une solution de (&) si et seulement si C

b(x)

h(x)

Vo € 1, b(x).

est une primitive de la fonction = >

Démonstration.

Soit C': I — R dérivable, soit y : © — C(z)h(x). Alors, y est
dérivable comme produit de fonction dérivables, et pour tout
zel :

y'() + a(@)y(z) = C'(x)h(z) +
= C'(2)h(z) +
= C'(2)h(=),

car h est solution de ’équation homogene (7).
On a donc bien le résultat annoncé.

Remarque 1.2.5.

Le résultat du théoréeme précédent n’est pas forcé-
ment a retenir. Mieux vaut reprendre le calcul réalisé
dans la preuve, avec une fonction h (non nulle) so-
lution de (). On arrive alors & un probleme de
primitivation, que 'on saura résoudre dans les exer-
cices proposés.

Exemple 1.2.6 (rédaction type).
Considérons 1'équation différentielle réelle y/(z) —
22y(z) = ze™ . On la résout sur R.

Une primitive de = — —2x est z — —z2, et
exp(—(—x?)) = exp(x?), donc les solutions de 1’équa-
tion homogene sont les fonctions de la forme

2)?

x +— Cexp(z

ou C est une constante réelle.

Soit C' : R — R dérivable, posons y : = +
C(z) exp(x?). Comme produit de fonctions déri-
vables, y est dérivable, et siz € R :

y'(z) = C'(x) exp(z?

donc

) + 22C(z) exp(z?),
y(x) — 2zy(x) = C'(z) exp(z?).

Ainsi, y est solution de I’équation différentielle étu-
diée si et seulement si

Vz € R, C'(x)exp(z? %),

) = zexp(x
donc si et seulement si

Vz eR, C'(z) =



Version du 14 juin 2026

o x2
Or, une primitive de x — x est x — CR
2
x
11 suffit donc de considérer la fonction C': x — =
et la fonction
2
x
Yo o exp(z?)

est donc une solution de notre équation différentielle.
Les solutions de cette équation sont donc les fonctions
de la forme

22

+ —exp

- exp(a?),

y:x— Cexp(z?)

ou C € R.

Remarque 1.2.7.

Une source d’erreurs bien trop fréquente est ’oubli
de la multiplication par la solution de I’équation
homogene, en fin de résolution.

Exercice 1.2.8.
Trouver des solutions aux équations différentielles

suivantes, en procédant par variation de la constante.

1.y — 2y = 2te?

1 In(z)

2. y’+5y: —

3 9/(x) ~ ylw) =7

Enfin, lorsque le second membre se décompose
comme combinaison linéaire de plusieurs fonctions «
simples », on peut alors procéder par superposition.

Proposition 1.2.9 (principe de superposition).
Soit by,bs : I — R deux fonctions continues, soit
A peK

Si y1 est solution de I’équation

y' +at)y = bi(t)
et si yo est solution de 1’équation

Y+ alt)y = ba(b),
alors A\y; + pys est solution de I’équation

Y +a(t)y = Abi(t) + pba(t).

Démonstration.
On a ¥} + ay1 = b1 et y5 + ay2 = b2, donc, A\y1 + py2 étant
dérivable, comme combinaison linéaire de fonctions dérivables,

(Ayr + py2)" + a(Ay1 4 py2) =A(y1 + ayr) + pu(ys + ay2)
—\b1 + pibe.
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Exercice 1.2.10.
Déterminer une solution de ’équation différentielle

12
y ——y=~+3z
xr X

1.3. Probléme de Cauchy

Définition 1.3.1.
Un probleme de Cauchy associé a 1’équation (&)
est la donnée conjointe de cette équation et d’une
condition initiale du type y(tg) = yo, ot ty € I et ou
Y € K.

Résoudre ce probleme de Cauchy, ¢’est trouver une
solution y de (&) vérifiant y(to) = yo.

Théoréme 1.3.2 (de Cauchy).

Soit tg € I et yp € K, il existe une unique fonction
y : I — K solution du probleme de Cauchy associé
a (&), avec la condition initiale y(tp) = yo.

Démonstration.
Soit h une solution ne s’annulant jamais de ’équation homo-
geéne (), et yo une solution de (&) (nous savons que deux
telles fonctions existent, par les résultats obtenus précédem-
ments).

Les solutions de (&) sont donc les fonctions de la forme
t — yo(z) + Ch(t), ot C € K, par le théoreme de structure
des solutions.

Soit C' € R, soit y : t — yo(t) + Ch(t). La fonction y est
donc une solution quelconque de (£). On a alors

y(to) = yo < Ch(to) = yo — yo(to)-

Comme h est une solution de I’équation homogene non nulle
de (), alors h ne s’annule jamais (par le théoréme 1.1.5),
donc h(to) # 0.

Il existe donc bien une unique constante C solution de
I’équation précédente, d’ou le résultat. O

Exercice 1.3.3.
Trouver les solutions aux problémes de Cauchy sui-
vants.

1. y — 3y = 5xe3®, y(0)

1 1
2. oy + = -~ y(2
y+xy($) x,y()

0.

—1.

1.4. Résumé de la méthodologie

On rappelle que 'on s’intéresse a I’équation

Y +a(t)y = b(t),
éventuellement accompagnée de la condition initiale
y(to) = yo-

1. Mettre ’équation différentielle sous la forme
de (&), en divisant éventuellement par le coef-
ficient devant y’. Déterminer I'intervalle I, sur

lequel a et b sont continues (et qui vérifie au
besoin tg € I).

(€)
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2. Ecrire et résoudre 1’équation homogene (7#)

a) d’abord en cherchant une solution évi-
dente ;

b) sinon en utilisant le théoreme 1.1.5.
Attention aux erreurs de signe sur le terme
exp(—A(t)) !

Simplifier le terme exp(—A(t)) !

Bien penser a écrire la forme générale des so-
lutions de I’équation homogene, en faisant in-
tervenir un parametre scalaire, pour préparer
I'utilisation éventuelle de la méthode de varia-
tion de la constante.

Penser aussi & simplifier les solutions de I’équa-
tion homogene écrites.

. Trouver une solution particuliere de (&)

a) d’abord en trouvant une solution évidente ;
b) sinon en procédant par variation de la
constante.

Attention a ne pas oublier de multiplier
par la solution de I’équation homogéne uti-
lisée !

Eventuellement, on pourra écrire le second
membre b comme combinaison linéaire de
fonctions simples, et étudier chaque terme
(en procédant par superposition).

. Ecrire la forme générale des solutions de 1’équa-
tion différentielle, en faisant apparaitre un para-
metre scalaire.

. Le cas échéant, déterminer le parametre vérifiant
la condition initiale.

. Conclure.

Equations différentielles linéaires
du second ordre

2.1. Généralités

Soit 1’équation différentielle linéaire du second
ordre

' +alt)y +b(t)y = c(t), (€)

de la variable fonctionnelle y, ol a,b et ¢ sont trois
fonctions continues, définies sur 'intervalle 1.

Définition 2.1.1.
Une fonction y : I — K est une solution de (&) si y
est deux fois dérivable sur I et si

vtel, o'(t)+at)y (t) +bt)y(t) = ct).
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Remarque 2.1.2.
L’équation (&) peut étre présentée de nombreuses
autres maniéres. En voici quelques :

y" +ay +by =c,
y"(t) + a(t)y'(t) +b(t)y(t) = c(t),
y" +a(x)y +b(x)y = c(z),
y"(x) + a(x)y' (x) + b(x)y(z) = c(x).

Définition 2.1.3.
L’ équation homogéne associée a (&) est

y" +a(t)y +b(t)y = 0. ()

La fonction ¢ est appelée second membre (&).

Théoréme 2.1.4 (structure des solutions).
Si yo est une solution de (&), alors les fonctions
solutions de (&) sont exactement les fonctions de la
forme

£ yo(t) + (2),

ou h est une solution quelconque de (J€).

Démonstration.
11 suffit de voir que l'on a les équivalences :

yestsol. de (&) ¢y +ay +by=c
& y" +ay’ +by =y +ayy + byo
< (y—v0)"+aly—yo) + by —yo) =0
< (y — yo) est sol. de (7).

On obtient le résultat annoncé en observant que I’on a toujours
Y =vo+ (¥ — vo)- O

Le théoréme précédent indique que ’ensemble des
solutions de (&) vérifie la structure « solution parti-
culiére + solutions de I’équation homogene ». Afin de
déterminer I’ensemble des solutions de cette équation,
on procede donc en deux temps :

> on détermine les solutions de I’équation homo-
gene () ;

> on détermine une solution particuliere de I'équa-

tion (&).
2.2. Théorémes sur les solutions

Théoréeme 2.2.1.

L’ensemble des solutions de (.7¢) est un sous-espace
vectoriel de dimension 2 de l'espace vectoriel des
fonctions deux fois dérivables sur I.
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Ainsi, il existe deux fonctions hi, hs : I — R deux
fois dérivables et non colinéaires telles que les solu-
tions de I’équation homogene () sont exactement
les fonctions de la forme

T = Chl(.%') aF Dh2($),

ou C, D € K sont des constantes quelconques.

Démonstration.
Notons .% 1’ensemble des solutions de (), montrons que
% est un sous-espace vectoriel de 2°(I,K).
Alors, par définition on a .Z» C 2*(I,K), et I’on voit
immédiatement que la fonction nulle est solution de (.52).
Soit h1, he deux solutions de (J#), soit A, u € K. Posons h =
Ahi+ pha. Alors, h est deux fois dérivable comme combinaison
linéaire de fonctions deux fois dérivables, et pour tout t € I :

a(t)h' () + b(t)h(t)
= M(h1 () + a(t)ha(t) + b(t)ha (1))

+ u(hz () + a(t)ha(t) + b(t)ha (t))
=0.

h/l( )

Ainsi, h est solution de (J#), donc .Z est bien un sous-espace
vectoriel de 2%(I,K).

Il n’est pas possible de démontrer entierement le fait que
dim (%) = 2, avec les outils du programme. En admettant
le théoréme de Cauchy linéaire (2.2.3), on peut utiliser le fait
que si to € I, alors 'application

I — K2
y = (y(to),y (to))

est un isomorphisme, ce qui donne la dimension de .. [

@

Définition 2.2.2.
Un probléme de Cauchy associé a ’équation (&) est
la donnée conjointe de cette équation et de conditions
initiales du type

y(to)

{ y'(to)

ou tg € I et ou yg,y1 € K.
Résoudre ce probleme de Cauchy, c’est trouver une
solution y de (&) vérifiant y(to) = yo et y'(to) = 1.

Yo,
Y1,

Théoréme 2.2.3 (de Cauchy).
Soit tg € I et yo,y1 € K, il existe une unique fonction
y : I — K solution du probléeme de Cauchy associé

a (&), avec les conditions initiales y(ty) = yo et
y'(to) = 1.

Démonstration.

Admis O

Lorsque 'on recherche une solution particuliere
d’une équation différentielle dont le second membre
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s’écrit comme combinaison linéaire de fonctions
simples, on peut procéder par superposition, en uti-
lisant le résultat suivant.

Proposition 2.2.4 (principe de superposition).
Soit ¢1,c : I — K deux fonctions continues, soit
A e K.

Si y1 est solution de ’équation

Y +a(t)y +b(t)y = ci(t)

et si yo est solution de I’équation
y' +a)y +b(t)y = ca(t),

alors A\y; + pyo est solution de I’équation

y' +a(t)y' +b(t)y = Aci(t) + pca(t).

Démonstration.

On a yY + ayi + by1 c1 et y§ + ayh + bys = ca, donc,
Ay1+ py2 étant deux fois dérivable comme combinaison linéaire
de fonctions deux fois dérivables,

1 + py2)" + a(Ayr + py2)’ + b1 + py2)
= Ay!' + ayy +byr) + p(ys + ays + bys)
= Ac1 + pea.

2.3. Méthodes particulieres

Il n’existe plus de méthode générale pour déter-
miner les solutions de I’équation homogene (),
sauf dans le cas ou les coefficients sont constants (cf.
cours de TSI 1, a réviser). On cherchera la plupart
du temps des solutions sous forme polynomiale, ou
bien développable en série entiere.

a. Solutions polynomiales

Dans le premier cas, on déterminera le degré d’une
solution polynomiale, avant de se lancer dans le calcul
des coefficients.

Exemple 2.3.1.
Trouvons les solutions de polynomiales de 1’équation

(1)

Remarquons d’abord que, vu que pour tout ¢t € R,
t2 4+ 2t +2 > 0, I'équation (1) peut étre mise sous la
forme de (&), en divisant par t? 4 2t + 2.

Soit y une fonction polynomiale de degré n € N,
que l'on écrit

(2 + 2t +2)y" — 2(t + 1)y + 2y = 0.

y(t) = ant" + R(2),
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ol R est une fonction polynomiale de degré au plus
n — 1, et ou a, # 0. On obtient alors, pour tout
t € R et avec les conventions d’usage : y/(t)
nant™ ' + R'(t) et y"(t) = n(n — 1)a,t" 2 + R"(t),
ce qui mene a

(2 + 2+ 2)y//(t) — 20t + 1)/ (1) + 29(0)
=n(n— 1apt" — 2na,t" + 2a,t" + H(t)
= (n® — 3n+ 2)a,t™ + H(t)
=(n—1)(n—2)a,t" + H(t),

ou H est une fonction polynomiale de degré au plus
n— 1.

Ainsi, si y est solution de (1), alors (n—1)(n—2) =
0, doncn=1oun=2.

Soit a,b,c € R, considérons y : t — at® + bt + c.
On obtient alors

(t24-2t+2)y" (1) = 2(t + 1)y (t) + 2y (t) = 4a—2b+2c.

Ainsi, y est solution de (1) si et seulement si 2a —
b+ c =0, donc si et seulement si ¢ = b — 2a, donc si
et seulement si

y:te a(t® —2) +b(t+ 1).

On vient donc de trouver deux solutions polyno-
miales non proportionnelles & I’équation (1) : ce
sont les fonctions ¢t +— t> — 2 et t — t + 1. Par le
théoréme de structure des solutions de 1’équation
homogeéne d’une équation d’ordre 2, les solutions de
cette équation sont donc les fonctions de la forme

tsa(t? —2) +b(t+1),

ou a, b sont deux constantes réelles quelconques.

Exercice 2.3.2.
Résoudre les équations différentielles suivantes, en
en trouvant des solutions polynomiales.

L (2 +2t)y" —2(t+ 1)y +2y =0

2. 2y — 3ty +3y=0

b. Solutions développables en série entiére

On peut aussi chercher des solutions d’une équa-
tion sous la forme de fonctions développables en
séries entieres.

Exemple 2.3.3.
On considere 1’équation différentielle

(1+t2)y" + 4ty +2y = 0. (2)

Cherchons des solutions y : R — R développables en
série entiére sur un intervalle | — R, R[, ou R > 0 est
le rayon de convergence de ce développement.

6/ 15

XIV - EQUATIONS DIFFERENTIELLES

Considérons une fonction y ainsi développable en
série entiere, que ’on écrit sous la forme

+0o0
y(t) = Z ant™.
n=0

On a alors successivement, apres le décalage d’indices
classique, pour tout ¢t €] — R, R|

+00
ty' (t) = Z nant”,
n=1

+00
= Z na,t",
n=0
“+o0o
Y1) = 3" (n+2)(n+ Dansat”,

n=0
—+00

t2y"(t) = Z n(n — 1)a,t",

n=2
+o0
= Z n(n — 1)a,t".
n=0
On obtient, apres simplifications de calcul,

(1+¢%)y" () + 4ty (t) + 2y(t)
400
- Z(n +2)(n + 1)(ant+2 + an)t".

n=0

Par unicité d'un DSE, y est solution de (2) si et

seulement si pour tout n € N, a2 = —ay.
Supposons que y est solution. On obtient donc,

apres une récurrence immédiate, que pour tout n €

N :

a9y — (—1)"a0 et Ao2n+1 = (—1)”@1.

On obtient donc pour t €] — R, R[ :

+oo +oo
y(t) = ayg Z(_l)nt2n +ay Z(_l)nt2n+l
n=0 n=0

1
=aq
1T+

¢
a .
1+¢2

+

Remarquons que ces deux développements en séries
entieres ont un rayon de convergence 1, mais que les
fonctions exprimées a la fin sont définies sur R.

Il suffit finalement de vérifier que la fonction
f:te

5 et la fonction g : ¢ — 5 sont

1+4+1¢ 144
solutions sur R de (2), en les dérivant deux fois.

On vient donc de trouver deux solutions non pro-
portionnelles de 1’équation (2), qui est homogene :
elles forment donc une base de ’espace des solutions
de (2), par le théoréeme de structure des solutions
d’une équation homogene.
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Ainsi, les solutions de (2) sont les fonctions de

t
,u2 , pour des constantes A\, u € R

la forme t — ——
1+¢

quelconques.
Exercice 2.3.4.

Justifier le développement en série entiere suivant,
et donner son rayon de convergence :

1 =
—_— = 1)a™.
=) nz:%(n + 1)z
“+o00
En déduire la valeur de Z nz", lorsque cette série

n=0
converge. Résoudre I’équation différentielle

(1 —2)%y"(z) = 4(1 = 2)y/ (x) + 2y(z) = 0,
en cherchant ses solutions développables en série

entiere.

c. Changement de variable

On pourra parfois suggérer un changement de va-
riable dans I’équation. Cela revient a considérer une
nouvelle fonction z (souvent d’une autre variable que
celle de y), montrer qu’elle est solution d’une autre
équation différentielle, et a résoudre cette derniere.

Exemple 2.3.5.
Résolvons sur R’ I"équation différentielle

4ry" (x) + 2y () + y(x) = 0, (3)

en posant r = 2.

On raisonne par analyse-synthese.

Analyse : on suppose que la fonction y : R} — R
est solution, et I’on introduit la fonction u : ¢ — y(?).
Pour z > 0, on a donc y(z) = u(y/z). En tant que
composée de fonctions deux fois dérivables, u est
dérivable, et si z >0 :

W (VE)
2Vx

(V7))
4x

y'(x) =

o(V3)
da\/x

On injecte ceci dans 1’équation :

y'(x) =

4ry" (x) + 2y (z) + y(z)
=u" (V) -
=u" (V) + u(vx)

=
=0.

Ainsi, pour tout ¢ > 0, u”(¢)+u(t) = 0. On en déduit
que u est solution de I’équation 2" + z = 0.
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On sait résoudre cette équation : u est de la forme
t — asin(t) + bcos(t), donc y est de la forme z —
asin(y/x) + bcos(y/x).

Synthese : on vérifie que les deux fonctions x —
sin(y/z) et & — cos(y/x) sont solutions de I’équation
différentielle de départ.

Conclusion : on vient donc de trouver deux solu-
tions non proportionnelles de cette équation différen-
tielle homogene. Ses solutions sont donc les fonctions
de la forme x — acos(y/z) + bsin(y/x).

Remarque 2.3.6.

En considérant y : RY — R et u : ¢t — y(t?), on
pouvait aussi démontrer que y est solution de (3) si
et seulement si u est solution sur R de v’ +u =0,
par exemple en raisonnant par double implication.
Cela permet de se passer de ’étape de synthése.

Exercice 2.3.7.
Résoudre I’équation différentielle

ty" (t) — (1 + 4ty (t) + 4t3y(t) = 0

en posant x = t2.

2.4. Abaissement du degré

Lorsqu’aucune méthode particuliére n’est suggé-
rée, et lorsqu’une solution de I’équation homogene
h, ne s’annulant pas, a été obtenue au préalable,
alors on pourra procéder par abaissement du degré,
en utilisant 1’idée de la méthode de la variation de
la constante. Cela permet de résoudre entieérement
I’équation (&).

Lemme 2.4.1.

Soit h une solution de () ne s’annulant jamais,

soit y : I — R, considérons la fonction C' = .
Alors, y est deux fois dérivable si et seulement si

C Vest.

Démonstration.

Si y est deux fois dérivable, alors C est deux fois dérivable

comme quotient de deux fonctions qui le sont.
Réciproquement, si C' est deux fois dérivable, alors y est

deux fois dérivable comme produit de deux fonctions qui le

sont. O

Le lemme précédent indique que, sous réserve de
I'existence d’un telle h, sans perte de généralité, on
peut chercher une solution y de (&) sous la forme
y:x+— C(x)h(z), ou C est une fonction deux fois
dérivable.
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Théoréme 2.4.2.

Soit h : I — K une solution de I’équation homo-

gene () ne s’annulant jamais. Soit C' : I — K une

fonction deux fois dérivable. Soit y : = — C(x)h(z).
Alors, y est solution de (&) si et seulement si C” est

solution d’une équation différentielle linéaire d’ordre

1, que l'on sait déterminer.

Démonstration.
La fonction y est deux fois dérivable, comme produit de deux
fonctions qui le sont aussi. On dérive successivement

Y (@) = C'(2)h(x) + C(a)h/ (z)

et
y'(x) = C"(2)h(x) + 20" ()N (x) + C(x)

ce qui donne pour tout x € I :

y' (@ ) a(2)y (z) + b(x)y(z)

C(x)(h" (z) + a(x)l' () + b(x)h
+C"(@)h(x) + C'(x)(2h' ()

C"(@)h(z) + C'(2) (2 (z) +

h"(l‘),

(=)
+ h(z))
h(z)).

Ainsi, y est solution de (&) si et seulement si pour tout « € I :
C"(@)h(z) + C'(2) (2 (2) + h(x)) = c(x),

ce qui, vu que h ne s’annule pas, peut étre mis sous la forme
d’une équation différentielle d’ordre 1 sur C’. O

Remarque 2.4.3.

On ne retiendra pas la formule obtenue dans cette
démonstration, mais on refera systématiquement ce
calcul.

Exercice 2.4.4.
On étudie sur R I"équation
v oY
—3=+4+4= =t 4
t + 12 (4)
1. Chercher une solution de I’équation homogene
associée a (4) sur R% de la forme y : ¢ — t°.

2. Avec le parametre o déterminé précédemment
et en posant y : t — C(t)t%, montrer que y est
solution de (4) si et seulement si C” est solution
d’une équation (%), que 'on déterminera.

3. Résoudre (#).
4. Primitiver les solutions de (%) ainsi obtenues,

et en déduire toutes les solutions de (4).

Il existe un cas ou les solutions de I’équation ho-
mogene sont connues : quand les coefficients a et b
sont constants ! Il suffit alors uniquement de trouver
une solution particuliere.

Exercice 2.4.5.
On considere sur R ’équation

"3y +2y=(1-t)e!
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1. Déterminer les solutions de I’équation homogene
de (5).

2. Choisir judicieusement une solution de I’équa-
tion homogene h, et montrer que si y : t —
C(t)h(t), alors y est solution de (5) si et seule-
ment si C” est solution d’une équation (.%) par-
ticulierement simple, que 1’on déterminera.

3. Trouver une solution de (%), la primitiver, et
en déduire une solution particuliere de (5).

4. Ecrire la forme générale des solutions de (5).

3. Systémes différentiels linéaires

homogeénes a coefficients
constants

3.1. Généralités

Soit le systeme différentiel

zi(t) = anxm(t) + +  aipn(t)
x(t) = apmzi(t) + +  apnTn(t)
ou aii,...,a,, sont des coefficients réels ou com-
plexes, et ou x1,...,7, sont des fonctions réelles
dérivables.
z1(t)
Si 'on pose X : t +— : et
T (t)
ail Ann
A= € Mp(K),
anl Ann

alors ce systeéme différentiel s’écrit comme une équa-
tion différentielle d’ordre 1 en la variable vectorielle
X

— AX. ()

Exemple 3.1.1.

. 1 2 . xl(t)> N
Avec A = (1 1) et X(t) = <$2(t) , le systéeme
différentiel
{ ¥y = x1+ 2w
xh = x1+ x9
s’écrit matriciellement : X' = AX.

Exercice 3.1.2.

Ecrire le systéme différentiel suivant sous forme ma-
tricielle.

3r—y

—r+y
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Définition 3.1.3.
Une fonction X : R — K” est une solution de (.%)
si X est dérivable sur R et si

VteR, X'(t)=AX(t).

Définition 3.1.4.
Un probléme de Cauchy associé au systéme (%) est
la donnée conjointe de ce systeme et d’'une condition
initiale du type X (t9) = X, ou tp € R et ou Xy €
K™,

Résoudre ce probleme de Cauchy, c’est trouver une
solution X de (%) vérifiant X (t9) = Xo.

Théoréme 3.1.5 (de Cauchy).

Soit tg € R et Xy € K", il existe une unique fonction
X : R — K" solution du probléme de Cauchy associé
a (), avec la condition initiale X (t9) = Xo.

Démonstration.
Admis

Corollaire 3.1.6.
L’ensemble des solutions de X’ = AX est un K-ev
de dimension n.

Démonstration.
Notons S ’ensemble des solutions. C’est un sous-espace vecto-
riel de Pensemble des fonctions de R dans K" (cela se montre
aisément).

De plus, si to € R, alors I’application ¢: & — K" définie
par ¢(X) = X (to) est un isomorphisme, d’aprés le théoréme
de Cauchy. On en déduit que dimS = dim K" = n. O

3.2. Cas ou A est diagonalisable

Dans le cas o A est diagonalisable, le systéme se
résout aisément (nonobstant la diagonalisation de
A). Commengons par un exemple.

Exercice 3.2.1.
On considere le systeme différentiel

:L,/

y/

1. Pour z,y : R — R dérivables, on pose u
—x + 3y et v =z — 2y. Montrer que (z,y) est
solution de (.7) si et seulement si u et v sont

chacune solutions d’une équation différentielle
d’ordre 1.

. Résoudre ces deux équations différentielles, et
donner la forme des solutions de (7).

—8z 4 18y

-3z + Ty (7)
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3. Ecrire (.7) sous une forme matricielle du type
X' =AX.
4. Diagonaliser A. Que remarque-t-on 7

Nous pouvons généraliser ce qui vient d’étre fait.
Commengons par observer cela d’un point de vue
matriciel.

Soit D € .#,(R) diagonale et P € GL,(R) telles
que A= PDP~ L.

On notera
di 0 0
0
D= ‘ € M,(K).
: .0
0 0 d,

On notera C1,...,C, les colonnes de P.

Rappelons que C4,...,C, forment une base de
vecteurs propres de A, associés respectivement aux
valeurs propres dy, ..., d,.

Lemme 3.2.2.

Soit X : R — K", posons Y : t — P~1X(t). Alors,
X est solution de .¥ si et seulement si Y est solution
du systeme différentiel

Y' = DY.

Démonstration.
La formule du produit matriciel montre que X est dérivable
si et seulement si Y Dest, et que, le cas échéant, Y/ = P~1X’
et X’ = PY’. On a alors immédiatement
X'=AX & X'=PDP'X
s P'X'=DP'X
&Y' = Dy.

Lemme 3.2.3.
Les solutions du systéme différentiel Y’ = DY sont
les fonctions de la forme

pre it
> : ,
Lin€ dnt
ou p1, ..., MUn € K sont des constantes.
Démonstration.

Le systéme Y’ = DY s’écrit
i diy

y7,1 = dnyn

qui se résout immédiatement en la forme proposée.
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Exercice 3.2.4.
Résoudre le systeme différentiel

{x’ = bx — 6y
y = 3rx—4y

Exercice 3.2.5.
Résoudre le systeme différentiel

T = —dx+4z
y = 8x+y—10z
Z = —3x+ 3z

Exercice 3.2.6.
Résoudre le systeme différentiel

¥ = -9 -9z
y = 10y +9z
2 = —12y—11z

Remarque 3.2.7 (méthodologie).
Pour résoudre le systéme différentiel X' = AX, il
n’y a pas besoin de calculer P~1.

On suivra donc les étapes suivantes, lorsque A €
Ay (R) est diagonalisable.

> Diagonaliser A, en obtenant P et D.

> Prendre X : I — ), 1(K) dérivable, poser Y =
PX.

> Rappeler que X' = AX &Y' = DY.

> Résoudre Y/ = DY, en faisant apparaitre n
parametres réels.

> Calculer X = PY, ou Y est de la forme précé-
dente.

Théoréme 3.2.8 (cas diagonalisable, HP).
Les solutions de () sont les fonctions de la forme

Xt pe®C + -+ ppe®tc,,

ou i1, .., 4, € K sont des constantes.

Démonstration.

En notant E1, ..., E, la base canonique de .4, 1(K), le lemme
précédent indique que les solutions du systéme différentiel
Y’ = DY sont les fonctions de la forme

Y:t— pledltEl + .+ /LnedltEn,

OU f1,...,Hn €K

Rappelons que pour tout 1 < i< n, PE;, = C;.

De plus, les solutions de () sont les fonctions X de la
forme PY, ott Y est solution du systéme Y’ = DY. Ce sont
donc les fonctions de la forme

X(t) = P(,ule ditp .y unedltEn>
= e PE 4+ + pne ' PE,
= Mledltcl + -t ,U/nedltcrp
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Nous pouvons aussi retrouver cela d’un point de
vue vectoriel. Commencgons par remarquer que les
éléments propres de A fournissent automatiquement
des solutions de .7.

Proposition 3.2.9 (HP).
Soit A € K et vg € K™\ {0}. On considere 'applica-
tion p: t — eMuy.

Alors ¢ est solution de (.%) si et seulement si A
est une valeur propre de A et vy un vecteur propre

de A, associé a A.

Démonstration.
¢ est solution de (%) si et seulement si 'on a

Vit € R ¢ (t) = Ap(t).
Or,sit eR,
o' (t) = Xe M.

On a donc que ¢ est solution de (%) si et seulement si
vt € R e Moy = Ae)‘tvo,

ce qui, vu que e vy # 0, équivaut & Avo = Avo. O

Théoréme 3.2.10 (cas diagonalisable, HP).
Si A est diagonalisable, soit (v1,...,v,) une base de
R"™ constituée de vecteurs propres de A et A1,..., A\,
les valeurs propres correspondantes.

Alors, les fonctions solutions de (.#) sont les fonc-
tions de la forme

X:t— ple’\ltvl + -+ upe ’\"tvn,

ou 41, .-,y € K sont des constantes.

Démonstration.

On sait d’apres le théoréeme de Cauchy que S est un R-ev de
dimension n. Or la proposition 3.2.9 nous donne n solutions,
de la forme t — e**v;. 11 suffit de montrer que ces solutions
forment une famille libre.

Soit ai,...,an € R. On supose que la fonction
t— alekltvl 4+ 4 ane)‘"tvn

est constamment nulle. Alors, pour tout ¢t € R,

Art Ant
are’ vy + -+ ane” v, =0,
mais comme la famille (v1,...,v,) est libre, alors arett =
...:ane)‘"t:[)yd’oflal:..,:an:()_ D

3.3. Cas ou A est trigonalisable

On suppose que A est trigonalisable.

Soit T € #,(K) triangulaire supérieure et P €
GL,,(K) telles que A = PTP~L.

On utilise alors le lemme suivant.
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Lemme 3.3.1.

Soit X : R — K", posons Y : ¢t — P~1X(¢). Alors,
X est solution de . si et seulement si Y est solution
du systeme différentiel

Y' =TY.

Démonstration.
C’est la méme chose que pour le lemme 3.2.2. O

La résolution du systéme Y’ = TY est facile, car
dans la derniere ligne une équation différentielle por-
tant uniquement sur y, apparait. On la résout, et
I’on injecte ensuite sa solution dans les lignes précé-
dentes pour trouver les solutions les unes apres les
autres.

Exercice 3.3.2.
Trouver les solutions du systeme différentiel
{ v o= 2u+v

vo=

vérifiant les conditions initiales u(0) = 1 et v(0) =
—1.
En déduire les solutions du systéme différentiel

{x’ = x4y
yl — _$+3y 9

vérifiant (0) = 0 et y(0) = —1, en posant u = 2z —y
etv=—-x+uy.

Ecrire ce systéme sous la forme X’ = AX et tri-
gonaliser A. Pourquoi a-t-on posé u et v sous cette
forme 7

Exercice 3.3.3.
Résoudre le systeme différentiel

{IL‘/ = —x+9
y = —x+5y

Enfin, si A est une matrice réelle non trigonali-
sable, on sait qu’elle est trigonalisable sur C car tous
les polynémes a coefficients complexes sont scindés.
On utilise alors le paragraphe précédent pour trouver
toutes les solutions complezes de I'équation différen-
tielle. On conclut alors a l'aide du lemme suivant.

Lemme 3.3.4.

Si X est une solution a valeurs complexes du systeme
différentiel () ou A est & coefficients réels, alors
Re(X) et Im(X) sont des solutions (réelles) du méme
systeme.

Démonstration.

A est & coefficients réels donc Re(AX) = ARe(X) ; par ailleurs
Re(X’) = Re(X)’, donc Re(X) = ARe(X). On procede de
méme pour Im(X). O
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3.4. Lien avec les équations différentielles
linéaires d’ordre supérieur

Soit I’équation différentielle linéaire homogene
d’ordre n

y™ +an ™V 4y fay =0, (&)
de la variable fonctionnelle y et ou ag, ..., a,—1 sont

des constantes.

Définition 3.4.1.
Une fonction y : R — K est une solution de (&) si y
est n fois dérivable sur R et si pour tout ¢t € R,

y(")(t) 4L an,ly(”_l)(t) + a1y (t) + apy(t) = 0.

Théoréme 3.4.2.
Soit y : R — K une fonction n fois dérivable. Posons

y(t)
y'(t)
X :t— :
y("=D(¢)
y( =D (t)
et la matrice
0 1 0 .- 0
0 0 1
_ao “ o o o« o e “ e _a’nfl

Alors, y est solution de (&) si et seulement si X est
solution du systeme différentiel

X' = AX.
Démonstration.
11 suffit de voir que
y/
"
Yy
X' = :
y(n.fl)
y™
et que
/
Y
"
Yy
AX = :
ym=
—an-1y" Y =~y —aoy
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Ainsi, AX = X’ si et seulement si

(n) _ (n—1) _

y —an_1y o — a1y — aoy,

ce qui est bien équivalent au fait que y est solution de (&). O

Corollaire 3.4.3.
L’ensemble des solutions de (&) est un K-ev de di-
mension n.

Exemple 3.4.4.
Considérons 'équation différentielle linéaire d’ordre
2

y" +ay +by = 0. (&)

XZ(;?’)’ A:(—Ob —1a)

alors y est solution de (&2) si et seulement si X est
solution du systéme X' = AX.
Or,

Avec

A -1

2
b Ata = A" 4+aA\+0b.

xa(A) = ‘

On retrouve l’équation caractéristique de (&2), telle
que vu en premiere année.

Si x4 admet deux racines distinctes A1, Ag, alors
A sera diagonalisable. Il existera donc une matrice
P inversible telle que A = PDP~! ou

(M0 )

= (5 1)

Nous savons que les solutions de I’équation Y/ = DY
sont les fonctions de la forme

At
Y . t —> (512/\2)5) 5
2
et apres multiplication par P on obtient que les

solutions du systéme X’ = AX sont les fonctions de
la forme

A1t Aot
K (a5

*

On obtient donc bien la forme des solutions données
en premiere année.

x4 admet une racine double X\, vu que A # A5,
alors A sera trigonalisable. On peut montrer qu’il
existe une matrice P inversible telle que A = PT P!,

ou
A1l
=5 3)
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On montre (voir exercice 3.3.2 pour un exemple) que
les solutions de I’équation Y/ = T'Y sont les fonctions
de la forme

pte ™ + pge ’\t)

Y:t»—><
M3e/\t

et apres multiplication par P on obtient que les
solutions du systeme X’ = AX sont les fonctions de

la forme Ny Ny

e te

X :t— (a +5 ) .

*

On obtient donc bien la forme des solutions données
en premiere année.

Remarque 3.4.5 (limite HP).
On peut montrer que le polynéme caractéristique de

0 1 0 0
A= 0 € M,(K)
0 0 1
—ap —Qnp—1

est
XA(A) = A"+ A A" P4 @\ + ag.

L’équation x4(\) = 0 est appelée équation caracté-
ristique de (&).

Si cette équation admet n racines distinctes
r1,...,Tn, la matrice A est alors diagonalisable et
les solutions sont alors les fonctions de la forme

rnt

tes pre™t 4 4 pyne™

ou [1,.-., iy € K sont des constantes quelconques.

Exercice 3.4.6.
On considere I’équation

y/// o 2y// o y/ + 2y — 0 (603)

1. Déterminer une matrice A et un vecteur X tels
que (&3) soit équivalente au systeéme différentiel
X' = AX.

2. Diagonaliser A.

3. En écrivant A = PDP~!, ou P est inversible et
ou D est diagonale, résoudre le systeme diffé-
rentiel Y/ = DY, et en déduire les solutions du
systeéme différentiel X' = AX.

4. Donner la forme des solutions de (&3).
Exercice 3.4.7.

Sur le modele de 'exercice précédent, résoudre les
équations différentielles suivantes.

1. ¢y —2¢y" -5y +6y=0
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2. y" =3y +2y=0
Pour la deuxiéme équation, montrer que A est sem-
blable a une matrice de la forme

4. Méthodes numériques

4.1. Généralités

Cette partie n’est pas stricto sensu au programme
de mathématiques, mais vous risquez d’étre interro-
gés dessus a l'oral. Voici donc quelques rudiments de
résolution d’équations différentielles avec Python.

La bibliotheque la plus utilisée pour résoudre des
équations différentielles est scipy.integrate. Cette
bibliotheque contient des fonctions de calcul appro-
ché d’intégrales, et une fonction de résolution appro-
chée d’équations différentielles : odeint.

Cette fonction permet de résoudre 1’équation dif-
férentielle vectorielle

X'(t) = F(X(t),1),

de la variable vectorielle X. Ici, X est donc une
fonction a valeurs dans R™, et F' est une fonction a
variables dans R™ x R et a valeurs dans R".

Exemple 4.1.1.
L’équation
y + 3ty = et
correspond a la fonction
F:(z,t) e’ — 3ta.
L’équation
(x’(t)) B (23:(75) + 3ty(t))
y'(t)) \ z(t)+e!

correspond a la fonction

e (G))- (o)

Remarque 4.1.2.
Les systémes linéaires résolus dans ce cours sont a
coefficients constants, la fonction F' associée sera
donc constante en fonction du temps.

Par exemple, le systeme différentiel

()-Cot)

correspond a la fonction

()~ (57)
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Les vecteurs seront implémentés par les objets de
type array de numpy.
Dans son utilisation la plus simple, la fonction
odeint prend trois arguments :
> une fonction F, qui prend elle-méme en argument
un vecteur X et un flottant t, et renvoie F'(X,t) ;

> un vecteur yO (consition initiale) ;
> une liste de temps t.

Cette fonction renvoie une liste de vecteurs de méme
longueur que ¢. Si

t = [to, c ,tn_l],

alors un appel de odeint (F,t0,t) renvoie une liste

X = [X(),... 7Xn—1]

ou Xo,...,X,_1 sont des approximations de la solu-
tion du probléme de Cauchy

X'(t) = F(X(8),1), X(to) = yO.

4.2. Exemple : équation d’ordre 1

On résout ’équation y/(t) = tsin(y(t)), avec la
condition initiale y(0) = 1, sur I'intervalle de temps
[0, 4].

Ici, on a F' : (x,t) — tsin(z).

On peut donc utiliser tout simplement la fonction
odeint.

import numpy as np
from scipy.integrate import odeint
import matplotlib.pyplot as plt

def F(x,t) :
return t*np.sin(x)

yO0=1.

t_vec = np.linspace(0,4)
X_vec = odeint(F,y0,t_vec)
plt.clf O

plt.plot (t_vec,X_vec)
plt.grid ()
plt.axis("equal")
plt.show ()

On obtient alors le tracé suivant (voir figure 1).

4.3. Exemple : équation d’ordre 2

On considere I'équation régissant les oscillations
du pendule simple (en reprenant les notations physi-
ciennes)

6 + wi sin(f) = 0,
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FIGURE 1 — Résolution approchée de ¢/(t) =
tsin(y(t)) par odeint

ol wy est la pulsation propre du systéme (on a wy =

g, ou g est 'accélaration de la pesanteur et ou /¢

14

est la longueur du pendule).

On prendra ¢ =1 m, g = 9,81 ms~? et les condi-
tions initiales 6(0) = T et 0(0) =05t
3
Ici, on vectorialise le probleme en X (t) = <zgg>,
soit ( ) .
fon 9t>_< o(t) )
X = (é)’(t) = \wZsin(0(t))

On a donc

F ((‘Zj) ,t) — <_wg gm@:)) '

import numpy as np
from scipy.integrate import odeint
import matplotlib.pyplot as plt

1 =1 #nm
g = 9.81 #ms**-2
omegalO = np.sqrt(g/l)
X0 = np.array([np.pi/3,0.]1)
def F(X,t) :
x,y = X
return np.array([y,-omegalQ**2x*
< np.sin(x)])
t_vec = np.linspace(0,10,num=100)
X vec = odeint(F,X0,t_vec)

Remarquons qu’alors X_vec est un vecteur (que
l’on peut voir comme une liste), dont les compo-

Z) Afin de

santes sont des vecteurs de la forme (
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tracer la trajectoire, ou bien un portrait de phase, il
convient de récupérer au préalable les premieres co-
ordonnées de ces vecteurs (les angles) et les secondes
coordonnées (les vitesses angulaires).

Theta_liste
Thetap_liste
— ]

[X[0] for X im X_vecl]
[X[1] for X in X_vec
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On peut alors tracer I’évolution de I'angle 6 en
fonction du temps (voir figure 2).

plt.clf ()
plt.plot(t_vec,Theta_liste)
plt.grid ()
plt.axis("equal")

plt.show ()

FIGURE 2 — Pendule simple : trajectoire angulaire

On peut aussi le portrait de phase (0 en fonction
de 0) (voir figure 3).

plt.clf )

plt.plot (Theta_liste,Thetap_liste)
plt.grid ()

plt.axis("equal")

plt.show )

4.4. Méthode d’Euler

La méthode d’Euler est la méthode numérique
la plus élémentaire permettant de déterminer des
solutions approchées d’une équation différentielle
d’ordre 1, que I'on écrit

X'(t) = F(X(t),1), (€)
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FIGURE 3 — Pendule simple : portrait de phase

avec la condition X (¢g) = Xp. Ici, X est une fonction
vectorielle, mais nous la représenterons comme une
fonction réelle.

Pour t = t, on connait la valeur de la solution :
c’est X(. On essaie maintenant de trouver une valeur
approchée de X(t1), ou t; > ty9. On pourra noter
h =ty —tg, i.e. t1 = tg + h. Cette quantité h est le
pas temporel.

L’idée de la méthode d’Euler est d’approcher la
courbe de la solution X, inconnue, par sa tangente
(voir figure 4). On sait en effet que sa tangente passe
par le point de coordonnées (ty, X) et est de pente

X'(tg) = F(Xo, to).

Le point de cette tangente d’abscisse t; = tg + h a
pour ordonnée

X1 = Xo + hF(Xo,to).

On itere alors ce processus. Si les temps tg,...,t,
sont prescrits, comme pour odeint, on pose pour
tout 0 <1< n

hi = tiz1 —t,
et I'on a alors

Xi+1 =X;+ hiF(Xi, ti).

Si le pas temporel h est fixé, on a alors pour tout i :

t; =ty + ih,

et alors
Xiy1 =X + hF(XZ, ti).

Si 'on subdivise 'intervalle de résolution [a, b] en

n segments, cela revient a prendre un pas constant
b—a
h = .
n
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FIGURE 4 — Représentation de la méthode d’Euler

Solution
exacte en

(ti, Xi)

tit1

Dans tous les cas, on peut simplement écrire une
fonction qui effectue ce calcul, et renvoit en sortie la
liste des positions [Xp,. .., Xp].

Voici un premier exemple ayant les mémes spéci-
fications que la fonction odeint, i.e. qui prend en
argument la fonction F', la condition initiale Xy (que
l’on suppose vectorielle) et la liste des temps ¢.

def euler(F,X0,t) :

X = X0

L = [X]

n = len(t)

for i in range(1l,n) :

h

t[i]-t[i-1]

X+h*F(X,t[i-1])
L.append (X)

return L

<
n

On peut aussi écrire cela en fonction du nombre
n de points que 'on utilise pour subdiviser régu-
lierement le segment [a,b]. On a alors le pas de

—a
temps h = et 'on va calculer cela en les temps

ti:a—f—ih.

def euler(F,X0,a,b,n) :

h = (b-a)/n

X = XO

L = [X]

for i in range(n-1) :
t = a + ix*xh
X = X+h*xF(X,t)

L.append (X)
return L
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