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IX Diagonalisation et trigonalisation

Dans tout ce chapitre, on considérera que K =R
ou que K = C, et I'on identifiera les vecteurs colonnes
(éléments de ), 1(K)) aux vecteurs de K", ce qui
revient a noter verticalement les n-uplets.

On rappelle que I'on note .#,(K) I’ensemble des
matrices carrées de taille n xn, et GL,,(K) Pensemble
des matrices carrées de taille n X n qui sont inver-
sibles.

On notera I,, la matrice identité de dimension n,
et Idg 'endomorphisme « identité » sur E (c’est la
fonction z +— z).

1 Diagonalisation

1.1 Matrices diagonalisables

Définition 1.1.1.
Soit A € #,,(K). On dit que A est diagonalisable s'il
existe P € GL,(K) et D € #,(K) diagonale telle
que A= PDP™!

Diagonaliser une matrice, c’est donner (le cas
échéant) un exemple de telles matrices P et D.

Remarque 1.1.2.

Soit A € .#,,(K). On suppose A diagonalisable. Alors
les colonnes de P sont des vecteurs propres de A, et
les coefficients diagonaux de la matrice D les valeurs
propres correspondantes. En effet, si e; désigne le
i-eme vecteur de la base canonique de K", alors Pe;
est la ¢-éme colonne de P.

Théoréme 1.1.3.

Soit A € #,(K). Alors A est diagonalisable si et
seulement s’il existe une base % de K™ constituée de
vecteurs propres de A.

Dans ce cas, on peut écrire A = PDP~! ot les
colonnes de P sont les vecteurs de la base £, et D
est la matrice diagonale dont les coefficients sont les
valeurs propres correspondantes.

Démonstration.
Cela revient a observer la formule de changement de base dans
la formule A = PDP~L. O

Exercice 1.1.4.
Dire si les matrices suivantes sont diagonalisables, et
les diagonaliser le cas échéant.

1 3 -3
1. A=(1 -1 3
1 1 1
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0 3 2
2.B=|-2 5 2
2 =30
2 -2 3
3. C= 1 1 1
-1 2 =2

Proposition 1.1.5.

Soit A € #,(K) et Ey,...,E, ses sous-espaces
propres. Alors A est diagonalisable si et seulement
si El@EQ@---EBEp:Kn.

Démonstration.

Si A est diagonalisable, alors il existe une base de K™ constituée
de vecteurs propres de A. On regroupe ces vecteurs propres
selon leurs valeurs propres. Soit 1 < ¢ < p, notons 4; la famille
obtenue en ne conservant que les vecteurs de % qui sont des
vecteurs propres pour la valeur propre associée a F;, et notons
F; = Vect(%;). Alors, %; est libre, donc est une base de Fj,

et par concaténation de bases, on a K" = F} @ --- @ F.
Or,sil<i<p,onalkF; CE;,doncK"CE +- -+ E,,
donc K" = E1 + - -+ + Ejp. On sait déja que cette somme est
directe, donc K" = E1 @ --- @ Ep.
Réciproquement, si K" = E1 & --- @ E,, il suffit de consi-
dérer des bases %1, ..., %y, de E1,..., Ep, et de noter & leur

concaténée. Alors par concaténation de bases, & est une base
de K™, constituée de vecteurs propres de A, donc A est diago-
nalisable. O

Remarque 1.1.6 (HP, mais peut étre utile).

On sait que Fji,...,FE, sont en somme directe.
D’aprés la formule de Grassmann, A est donc diago-
nalisable si et seulement si dim £ +---+dim E, = n.

Théoréme 1.1.7.
Soit A € ., (K). Pour A € K, notons mj la multi-
plicité de A en tant que valeur propre de A, et F) le
sous-espace propre associé.

Alors A est diagonalisable si et seulement si x4
est scindé et si, pour tout A € Sp (A4),

dlm(E)\) = m).

Démonstration.
Si A est diagonalisable, en écrivant A = PDP™!, oil D est
diagonale, on a

xa(z) = det(zl, — PDP™')

(

= det(P(zI, — D)P™")
(
(

= det(xl, — D)
= xp(z).
Avec D = diag(A1,...,An), on a
xa(@) = (x—A)...(x = \n),



Version du 14 juin 2026

qui est bien scindé. En regroupant ces termes valeur propre
par valeur propre, on obtient que si A € Sp (A), alors le terme
(z— M) apparalt autant de fois dans x a(z) que A apparait sur la
diagonale de D, donc qu’il y a de vecteurs propres associés a A
dans les colonnes de P. On obtient donc bien dim(Ey) = ma.

Réciproquement, supposons que x4 est scindé et que pour
tout A € Sp (A), on a dim(Ey) = my. Alors,

Z dim(E») = Z my = deg(xa) =n,
AESP (A) AESP (A)

donc A est diagonalisable.

Rappel 1.1.8.
Un polyndéme est scindé s’il peut s’écrire comme
produit de polynoémes de degré 1.

Exercice 1.1.9.

2 -1 0
Diagonaliser A= 0 1 0
1 -1 1

Exercice 1.1.10.
Montrer que la matrice R = <(1) _01> est diago-

nalisable dans .#5(C), mais pas dans .Z5(R). La
diagonaliser dans .#5(C).

Corollaire 1.1.11.

Soit A € #,,(K). Si x4 est scindé a racines simples,
i.e. si A admet n valeurs propres distinctes, alors A
est diagonalisable.

Démonstration.
Si e Sp(A4),ona

1< dim(EA) <my =1,

donc dim(E»y) = mx, donc, comme x4 est scindé, A est diago-
nalisable. O

Exercice 1.1.12.

0 1 1
Soit A= —1 0 1 ].La matrice A est-elle diago-
0 0 1

nalisable 7 Si c’est le cas, la diagonaliser.

1.2 Endomorphismes diagonalisables

Les résultats de la partie précédente s’adaptent
immédiatement aux endomorphismes d’un espace
vectoriel F¥ de dimension finie.

On note ici n = dim(E).

Définition 1.2.1.

Un endomorphisme f € Z(F) est diagonalisable s’il
existe une base & de E dans laquelle Matg(f) est
diagonale.

On retiendra principalement le résultat suivant.
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Théoréme 1.2.2 (caractérisation matricielle).
Un endomorphisme f € Z(F) est diagonalisable si
et seulement s’il existe une base Z de E dans laquelle
Mat(f) est diagonalisable.

Le cas échéant, pour toute base € de E, Maty(f)
est diagonalisable.

Démonstration.

C’est juste la traduction de la définition. O

On a toutefois les caractérisations suivantes, qui
s’obtiennent immédiatement par la caractérisation
matricielle et les résultats de la partie précédente.

Proposition 1.2.3.

Un endomorphisme f € Z(F) est diagonalisable si
et seulement s’il existe une base 4 de E constituée
de vecteurs propres de f.

Définition 1.2.4.
Diagonaliser un endomorphisme f € Z(E), c’est

donner une base de F constituée de vecteurs propres
de f.

Proposition 1.2.5.

Soit f € Z(E) et Ei,...,E, ses sous-espaces
propres. Alors f est diagonalisable si et seulement si
El@EQ@@Ep:E

Exemple 1.2.6.
Tout projecteur et toute symétrie de E est diagona-
lisable.

Remarque 1.2.7 (HP, mais peut étre utile).

On sait que FEji,...,E, sont en somme directe.
D’apres la formule de Grassmann, f est donc diago-
nalisable si et seulement si dim E +- - -4+dim E, = n.

Théoréme 1.2.8.
Soit f € Z(FE). Pour A € K, notons m) la multipli-
cité de A en tant que valeur propre de f, et E) le
sous-espace propre associé.

Alors f est diagonalisable si et seulement si x s est
scindé et si, pour tout A € Sp (f),

dim(Ey) = my.
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Corollaire 1.2.9.
Soit f € Z(F). Si x5 est scindé a racines simples,
i.e. si f admet n valeurs propres distinctes, alors f
est diagonalisable.

Exercice 1.2.10.
Dans E = Ry[X], on considere

o:Pr—P—(X+1)P.

Justifier que ¢ est un endomorphisme de E, et
déterminer s’il est diagonalisable.
Reprendre 'exercice avec E = R, [X].

2 Trigonalisation

2.1 Matrices trigonalisables

Définition 2.1.1.
Une matrice A € #,(K) est dite trigonalisable
s’il existe une matrice P € GL,(K) et une ma-
trice T' € #,,(K) triangulaire supérieure telles que
A=PTpP L.

Trigonaliser A, c’est donner un exemple de telles
matrices P et T'.

Remarque 2.1.2.

Une matrice diagonale étant un cas particulier de
matrice triangulaire, toute matrice diagonalisable est
trigonalisable.

Théoréme 2.1.3.

Soit A € #,(K). Alors A est trigonalisable si et
seulement si son polyndéme caractéristique x4 est
scindé. Dans ce cas, les coefficients diagonaux de la
matrice T' sont les valeurs propres de A, comptées
avec multiplicité.

Démonstration.
Admis

Exercice 2.1.4.
-1

Trigonaliser la matrice A = ( 1 :?1))
Corollaire 2.1.5.

Toute matrice a coefficients complexes est trigonali-
sable (sur C).

Démonstration.
Comme tout polyndéme, le polynéme caractéristique est scindé
sur C. O
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Remarque 2.1.6.

Toute matrice a coefficients réels est trigonalisable
sur C, i.e. en autorisant les valeurs propres complexes
et avec une matrice P a coeffcients complexes.

Exercice 2.1.7.
Montrer que la matrice suivante est trigonalisable
sur C mais pas sur R :

Proposition 2.1.8.
Soit A € #,(C). Soit A1,..., A\, les valeurs propres
(comptées avec multiplicité) de A. Alors

Tr(4) =) X
=1

det(A) = ﬁ )\z
i=1

Démonstration.

On écrit A = PTP™', et l'on sait que les éléments diagonaux
de T sont A1,...,An. Alors, Tr(A) = Tr(T) et det(A) =
det(T'), ce qui permet de conclure. O
Exercice 2.1.9.

On considere la matrice

1 -1 1
A= 2 =21
-1 1

Sans calculs, démontrer que A est diagonalisable.

Exercice 2.1.10.
On consideére la matrice

1

1
1
A= 1
1

—_ = = =
—_ = =

1
1
1
Sans calculs, démontrer que A est diagonalisable.

2.2 Endomorphismes trigonalisables

Les résultats de la partie précédente s’adaptent
immédiatement aux endomorphismes d’un espace
vectoriel £ de dimension finie.

On note ici n = dim(FE).

Définition 2.2.1.

Un endomorphisme f € Z(E) est trigonalisable s’il
existe une base # de E dans laquelle Matg(f) est
triangulaire supérieure.
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On retiendra principalement le résultat suivant.

Théoréme 2.2.2 (caractérisation matricielle).
Un endomorphisme f € Z(F) est trigonalisable si et
seulement s’il existe une base & de E dans laquelle
Matz(f) est trigonalisable.

Le cas échéant, pour toute base ¢ de E, Maty/(f)
est trigonalisable.

Démonstration.
C’est juste la traduction de la définition.

Théoréeme 2.2.3.

Soit f € Z(FE). Alors f est trigonalisable si et seule-
ment si son polynéme caractéristique x est scindé.
Dans ce cas, les coefficients diagonaux de la ma-
trice T sont les valeurs propres de f, comptées avec
multiplicité.

Remarque 2.2.4.
Tout endomorphisme diagonalisable est trigonali-
sable.

Corollaire 2.2.5.
Tout endomorphisme d’un C-espace vectoriel est tri-
gonalisable.

Proposition 2.2.6.
Soit f € Z(F). Soit A1,..., A, les valeurs propres
complexes (comptées avec multiplicité) de f. Alors

Te(f) =Y Ni;
i=1

det(f) = ﬁ )\z
=il

3 Réflexes et méthodes

Rien dans cette partie n’est officiellement au pro-
gramme. Ces quelques petites astuces seront toutefois
utiles pour réduire aisément des matrices de petite
dimension ! Si vous les utilisez, vous devrez toutefois
les justifier.

On considere A € ., (K).

Remarque 3.0.1.
Si la somme des coefficients de chaque ligne de A
est constante et vaut s, alors s est valeur propre de
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A et : est un vecteur propre associé. C’est
1

équivalent au fait que la somme des colonnes de A
s

vaut

s
Pour le justifier, il suffit d’effectuer le calcul
1

Al
1
Remarque 3.0.2.
La matrice A est non inversible si et seulement si 0
est valeur propre de A, et si et seulement s’il existe
une combinaison linéaire non triviale des colonnes
de A valant la colonne nulle.

X1

Siz1Cy+---+x,C, =0, alors la colonne

appartient au noyau de A.

Remarque 3.0.3.
Si A € K, il n’y a qu’une seule matrice M € ., (K)
diagonalisable qui n’a que A comme valeur propre :
c’est A, !

En effet, si A est une telle matrice, il existe une
matrice P inversible telle que

A=P\L,)P' =APP7! = \I,.

Remarque 3.0.4.
Si A est une matrice a coefficients réels et si A est
une valeur propre complexe de A, alors A est aussi
une valeur propre de A.

En effet, x4 est a coefficients réels et a pour racine
A, donc aussi .

Exercice 3.0.5.
Soit

Sans calculer x 4, est-ce que A est diagonalisable sur
C ?SurR ?

4 Applications

4.1 Calcul des puissances d’une matrice

Proposition 4.1.1.
Soit A,B € #,(K), soit P € GL,(K) telles que
A=PBP 1

Alors, pour tout p € N, AP = PBPP~L,
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Démonstration.

On le démontre par récurrence simple sur p.
Pour p =0, on a A =1, =PI, P '=PB'P L.
Soit p € N, supposons que A? = PBPP~!. Alors,

APTL = AP x A= pBPP 'pBP = ppPrtipTt,

On a bien obtenu le résultat au rang p + 1.

Ainsi, par récurrence, pour tout p € N, AP = PBPP~'. O

Remarque 4.1.2.
Cela signifie que si A est semblable a B, alors pour
tout p € N, AP est semblable a BP.

Ceci résultat est particuliérement utile pour les
matrices diagonalisables, car le calcul d’une puissance
de matrice diagonale est particulierement simple.

Proposition 4.1.3.

Soit A1,..., A, € K. Alors, pour tout p € N,
A0 o\ ? M0 0
0 : [ o
0 : 0
0 ... 0 M 0 0 A2

Exercice 4.1.4.

Soit A € C* etN—(g\ i)

Calculer N™ pour tout n € N.

Proposition 4.1.5.
Soit A € #,(K), et une suite (X,)pen & valeurs dans
M1 (K) vérifiant pour tout p € N

Xp+1 = AXP
Alors, pour tout p € N,

X, = APX,.

Démonstration.

Par récurrence. O
Exemple 4.1.6.

Considérons deux suites (up)nen €t (vp)nen et

a,b,c,d € K tels que, pour tout n € N,

{ Upt1 = AUy + buy,
Upt1 = CUp + dog,

Pour tout n € N, on peut poser

X%f: (un)7
Un,
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= (o)

On a alors, pour tout n € N,

ainsi que

Xn+1 = AXn,
ce qui donne immédiatement
X, = A"X,.

Si la matrice A est diagonalisable, on peut facilement
calculer la matrice A" et en déduire I'expression des
termes généraux de (up)nen €t (Vp)nen-

Exercice 4.1.7.
Déterminer le terme général de chacune des suites
(Un)neN, (Un)nen vérifiant ug = 1, vgp = 0 et pour

tout n e N :
{un—H
Un+1

Exercice 4.1.8.
Déterminer le terme général de chacune des suites
(un)neN, (Un)nen vérifiant ug = 0, vg = 1 et pour

tout n € N :
{un—H
Un+41

4.2 Suites vérifiant une relation de
récurrence linéaire d’ordre deux a
coefficients constants

= Up + 20y,

= 2Uy, + vy

= 3u, — vp,

= Up + VUp.

Soit a,b € C non tous nuls. On s’intéresse a ’en-
semble E des suites (uy,)nen & termes dans K vérifiant
la relation de récurrence

Yn €N, uUpio = aups1 + buy. (R)
Posons, pour tout n € N, X, = ( tn >, ainsi que
Un+1

0 1
A= (b a>'
Alors, pour tout n € N, X,,11 = AX,,, donc X, =
A" X.
On peut alors calculer X,,, et donc u,,, si ’on sait
calculer A™.

On peut déja commencer par donner un premier
résultat sur E.

Proposition 4.2.1.
L’ensemble E est un espace vectoriel de dimension 2
sur K.
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Démonstration.
On peut le voir de maniére élémentaire. F est inclus dans
I’ensemble des suites numériques, qui est un K-espace vectoriel.
11 suffit donc de montrer que E en est un sous-espace vectoriel.
> La suite nulle vérifie la relation (R).
> On vérifie facilement par le calcul que la combinaison
linéaire de deux suites vérifiant la relation (R) vérifie
également la relation (R).
L’ensemble E est donc bien un espace vectoriel. On consideére
ensuite les deux suites (an)nen et (bn)nen, définies par ag = 1,
a1 =0,bo =0, b1 =1 et vérifiant la relation de récurrence (R).
On montre sans difficulté que ((an)nen, (bn)nen) est une fa-
mille libre et génératrice de E. C’est donc une base, et E est
donc de dimension deux.

On pourrait aussi en donner une démonstration plus abs-
traite. Bornons nous juste a remarquer que ’ensemble des
suites (Xn)nen vérifiant pour tout n € N la relation X,411 =
AX,, est un sev de .#>,1(K) de dimension 2 : c’est en effet

L (5)

Considérons maintenant, pour tout A € K,

xa(A) =A% —aX—b

a,ﬁeK}.

neN

La question de la diagonalisabilité de A se ramene
ainsi a ’étude des solutions de I'équation \? = aA+b.

Définition 4.2.2.
L’équation caractéristique de la relation (R) est
I’équation

M =a)\+b. (EC)

Remarque 4.2.3.

La suite (A\")nen est solution de (R) si et seulement
si A est solution de I’équation caractéristique A% =
aX+ b, si et seulement si A est valeur propre de A et

. (1
si et seulement si \ est vecteur propre de A.

Exercice 4.2.4.
Donner les équations caractéristiques des relations
de récurrence suivantes.

1. Unp+2 = 3un+1 — 2’U,n

Up+2 = —3Up

Upt1 = —2Up + Up—1

Up = Up—1 + 2Up—2

crs N

Up + Upt1 + Uptr2 =0

Lemme 4.2.5.
Si I’équation caractéristique (EC) a deux solutions
complexes A1 # Ag, alors A est semblable a

(M 0)
p=(7 2
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Démonstration.
A a alors deux valeurs propres distinctes et est de taille 2 x 2,
donc est diagonalisable. O

Théoréeme 4.2.6.
Si I’équation caractéristique A\ = a\ + b admet deux
solutions A\ et A9 distinctes dans K, alors les suites
(tun)nen solutions de (R) sont les suites de terme
général

un, = @] + A3,

ou a, 8 € K.
Ainsi, ((A7)nen, (A5)nen) est une base de E.

Démonstration.
1l suffit de voir qu’il existe une matrice inversible P telle que
pour tout n € N :

A o)_1
o ap)f

’

donc qu’avec P~ 1 Xy = (a

g
(o) =7 (5 3) () =7 (33%):

et il suffit de terminer le calcul en exprimant les coefficients
de P. O

), pour tout n € N :

Exercice 4.2.7.
Déterminer la suite (uy,)pen vérifiant ug = 2, ug =1
et pour tout n € N

Un+2 = 3un+1 — 2un

Lemme 4.2.8.
Si I’équation caractéristique EC a une solution double
A € K, alors A est semblable &

=5 3):

Démonstration.
Admis (méme si vous devez vous douter que cela tourne autour
du caracteére trigonalisable de A). (]

Théoréme 4.2.9.

Si ’équation caractéristique A\?> = a\ + b admet une
solution double A € K, alors les suites (uy)pen solu-
tions de (R) sont les suites de terme général

Uy = aX" + BnA\",

ou a, f € K.
Ainsi, ((A")nen, (RA")nen) est une base de E.
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Démonstration.
On montre que pour tout n € N* :

no (A" nA”*l)
B = ( 0 A" ’
11 suffit de voir qu’il existe une matrice inversible P telle
que pour tout n € N :

A" n,\”*) p1

am=p (3

!

donc quavec P~ X, = <§,), pour tout n € N :
()
Un+1

AT A (o
P(h "))
_ a/)\n +/Bln>\n—1)
7P( 6/An ’

et il suffit de terminer le calcul en exprimant les coefficients
de P. O

Exercice 4.2.10.
Déterminer la suite (uy)nen vérifiant ug = 1, u; = 3
et pour tout n € N :

Un+2 = 4un+1 — 4un.

Théoréme 4.2.11 (Cas réel).
On suppose ici que a,b € R, et que K = R.

Si ’équation caractéristique A\?> = a\ + b admet
deux solutions p exp (+if) complexes non réelles, ou
p € R% et 6 €]0,7[, conjuguées deux a deux, alors
les suites (uy)nen solutions de (R) sont les suites de
terme général

up, = ap™ cos(nh) + Bp" sin(nh),

ou «, 5 € R.

Ainsi, ((p" cos(nb))nen, (p"sin(nf))nen) est une
base de E.

Remarque 4.2.12.

Les coefficients « et 3 se déterminent a l’aide des
conditions initiales, c’est-a-dire (en général) des va-
leurs de ug et uq.

Exercice 4.2.13.
Déterminer la suite (uy)nen vérifiant ug = u; =1 et
pour tout n € N :

Up42 + Upy1 + uy = 0.

O Tl W N~

10

11
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Exercice 4.2.14 (suite de Fibonacci).
Déterminer la suite (F,)nen vérifiant Fy =0, F; =1
et pour tout n € N :

Fn+2:Fn+1+Fn-

5 Résolution numérique

Cette partie sera utile dans 'optique de 1’oral
« Mathématiques-Informatique » du concours
Centrale-Supélec, ainsi qu’a l'oral de Mathématiques
du concours CCINP. A vous de faire tourner ces
exemples sur votre machine.

Reprenons 'exemple vu dans le premier chapitre
de réduction.

import numpy as np
import numpy.linalg as la

A =

np.array ([[1.,2.7,
[2.,1.1D)
la.eig(A)

Ici, la matrice A est diagonalisable, v est le vecteur de
ses valeurs propres, et P est une matrice de passage
associée. On peut alors calculer la matrice diagonale
D avec la fonction diag de numpy, et inverser P avec
la fonction inv de numpy.linalg. Il suffit alors de
multiplier les matrices avec la méthode dot.

D = np.diag(v)
Pinv = la.inv(P)
B = P.dot(D).dot(Pinv)

Remarquons que la matrice B n’est pas exactement
égale a A ici, vu que le calcul est approché. On peut
s’en rendre compte par la commande suivante.

Rappelons enfin qu'une telle écriture donne une ma-
trice booléenne. Afin de tester 1’égalité « mathé-
matique » entre A et B, on devra utiliser I’écriture
suivante.

(A==B) .all () I



