LycEE GUSTAVE EIFFEL ANNEE 2026/2027
TSI 2 — MATHEMATIQUES SEMAINE DU 28 SEPTEMBRE

Indications et éléments de correction, feuille d’exercices n° 04 (Variables aléatoires finies)

Exercice 3
1) X — %([1,6])

2) Y < %([1,6])
3) Z < B(n, )

4) T < B(2).
5 v #((5))

Exercice 4  Notons N la note de la copie tirée. E(N) =8 et V(N) = 22 = 4.
Par I'inégalité de Bienaymé-Tchebychev, si a > 0,

[N

N | =

4
P(IN =8| >a) < 5,

donc en passant a 1’événement contraire,

4
P(IN -8/ <a)=1-P(IN-8[>a)>21- —,
a
soit 4
P(N €]8 —a,8+al) 21— —.
a
- 4 3
Il suffit de trouver a vérifiant 1 — — = 2 (on trouve a = 4).
a
3
Ainsi, P(N €]4,12[) > T
Exercice 5 L’urne contient 15 boules. Il y a une chance sur quinze de tirer la boule numéro 1, deux

chances sur quinze de tirer une des deux boules portant le numéro deux, etc.
On note N le numéro tiré.

k| 1][2]3]4]5
PIN=k) [ 55 [ 55 [ 35 | 55 | 35
E(Nz)_%:w
2
V(NQ):15—%:19—4

Exercice 6
1) X — AB(p)

Conditionnellement & I’événement [X =1
Conditionnellement & ’événement [X = 0], X — % ([1, 20]).



2) D est a valeurs dans [1,20]. Si 1 < k£ < 20, par la formule des probabilités totales,

P(D =k) = P(X = 0)Px=0)(D = k)+P(X = 1)Px=1)(D = k) = (1-p) Px=0)(D = k)+pPx=1)(D = k).

1 1
Si1<k<6,ona Px_g(D=Fk)= 20 et Px—1)(D =k) = 6 donc

- 347
Pl p_=217F

P(D=k)=—7"=+5% 60

1
Si7<k<20,0na Px_g(D=Fk)=-et Px—1)(D=k)=0, donc

20
l-p
PD=k)=——.
( ) =55
3) On utilise la formule de Bayes :
P(X = 1)Px_p(D =1) L 10
— )T x=n\F = 6 4
(=1 ) P(D=1) 3+ 34+ 7p
60
Exercice 7
1) Loide X :
k| 1]2]3
: 2
Poon| 22
10 1 10 | 10
Loide Y :
ko[ 1]2]3
3 2 3 2
PY=k| 2| 2] 2]2
( k)‘IO‘IO‘IO‘IO
OnaP(X=2Y=1)=0#P(X =2)P(Y =1), donc X et Y ne sont pas indépendantes.
17 14
2) E[X]=—, ElY]=—.
) BIX] = 1T Y] = 1
3) Loi de X sachant [V =0] :
k 1|23
T[TT]TI
X =0 |5 |33
Conditionnellement & [Y = 0], X — % ({1,2,3}).
Loi de X sachant [V =1] :
o |1]2]3
Py_y(X=Fk) [1][0]0
Conditionnellement & [Y = 1], X vaut 1 avec probabilité 1.
Loi de X sachant [Y =2] :
k 123
T[TT]TI
PraX=0 | 5|33

Conditionnellement a [Y = 2], X — % ({1,2,3}).
Loi de X sachant [V = 3] :



k [1]2]3
I'T1
Av-(X=#) | 5 | 5|0
Conditionnellement & [Y = 0], X — % ({1, 2}).
Loi de Y sachant [X =1] :
k [0]1]2]3
I'T7271T71
Peear =0 [ 5 5| 5| 5
Loi de Y sachant [X =2] :
k [0 ]1]2]3
I I'T1
Peyv =8 | 3|0 5|5
Conditionnellement & [X = 2], Y — % ({0,2,3}).
Loi de Y sachant [X = 3] :
k [0]1]2]3
1 1
Ay =8 | 5 [ 0] 5 |0

Conditionnellement a [X = 3], Y — % ({0, 2}).
4) Réfléchir aux valeurs prises par X et Y. U est a valeurs dans {0,1,2,3,4,6,9}. On écrit :

> [U = 0] = [V = 0], done P(U = 0) = P(Y = 0) = 130

2
> [U=1=[X=1Nn[Y =1],doonc PU=1)=P(X=1Y=1)= 10
> [U=2]=([X=2]Nn[Y =1)U([X =1]N[Y =2]), et cette union est disjointe, donc
1 1
PU=2)=P(X=2Y=1)+P(X=1Y =2 =0+ = —.
> [U=3]=(X=3NnY=1)U(([X =1]N[Y = 3]), et cette union est disjointe, donc
1 1
P(U=3)=P(X=3Y=1)+P(X=1Y =3 =0+ = .
1
> [U=4]=[X=2]Nn[Y =2],doonc P(U=4)=P(X =2,Y =2) = 0
> [U=6]=(X=3Nn[Y=2))U(([X =2]Nn[Y = 3]), et cette union est disjointe, donc
1 1 2
PU=6)=PX=3Y=2)+PX=2Y=3)=—+ —=—.
> [U=9]=[X=3Nn[Y =3],doonc P(U=9)=P(X=3Y=3)=0
En résumé. :
ko]l 1]2|3]4]6]09
3 2 I I I 2
PU=4 |5 |55 | 55 |1 | 0| 10
(U =Fk) 01101 101 10 I 10 I 10 0
5) Réfléchir aux valeurs prises par X et Y. V est a valeurs dans {0, 1,2, 3}.
3
> [V = 0] = [Y = 0], donc P(V =0) = P(Y = 0) = .

> On a
V=1=([X=1nY=1)u([X=1nY >1)uU([X>1]n[Y =1]),

et cette union est disjointe, donc en décomposant ceci

PV=1)=PX=1Y=1)4+P(X=1,Y =2)+P(X =1,Y =3)+P(X =2,Y = 1)+ P(X

3,Y



> On a
V=2]=(X=2n[y=2)u([X=2In[Y =3))U([X =3]N[Y =2]),

et cette union est disjointe, donc en décomposant ceci

P(V:2):P(X:2,Y:2)—|—P(X:2,Y:3)—|—P(X:3,Y:2):%
>OnalV=3=[X=3N[Y=3]doonc P(V=3)=P(X=3Y=3)=0
Résumé :

koo 1] 2|3
3143
PV=9 ]3| 55| 15 |0
6) On procede de méme.
U
v 01|23 |4]6]|09
0 |[+]o0o]JoJofJo]o]o
2 1 1
1 0 [ [ m[0]0]0
2 ololofo[& &0
3 ojlololololo]oO

23 17 14 2
7) Cov(X,Y) = B(U) — B(X)E(Y) = 15 = 15 X 10 = ~5¢-

Exercice 8
1) Pour k+ 1< < 2n,

Pour 1 <k <14,

Pour 1 <7< n,

2) Pour i > k,
P(X =1i) = (2n+k)/(4n?)
Pour i < k
P(X =1) = k/4n?

ki 2 i(2n 4 k)
Z 4 Z 4712

i=1 i=k+1
k 2n 2n
— — 7
4 z zk;l
k 2n 1 2n k
P Sl DB By
=1 =1 =1

k 2n(2n + >+i m2n+1)  k(k+1)

T2 2 o 2 B
E@2n+1) 2n(2n+1)—k(k+1)

= +

4n 4n

E@2n+1)+2n(2n+1) — k(k+1)

N 4n

B An® + 2n + 2kn — k?

- 4n



5n? + 2n

3) Trinéme du second degré, maximal pour k = n, on a alors E(X) = 1
n

4) négatif

Exercice 9
1) J— 2 ([1,n]).
Soit 1 < k < n, conditionnellement a (J = k), S — 2B(k, ).

1
2) ZCE 1— "t

1-z

— a:k> = ka1

et
i (1—x”+1>_1—(n+1)x”+nm”+1
Tdz\ 1-z /) (1—x)?

9 ruais =034 -4(0)”

Par la formule des probabilités totales :

n 1 n 5 k—1
P(S=1)= E P(J =Fk)Pj—i(S=1) = k:<> .
— 6n — 6
=1 k=1
5
Avec le résultat précédent en x = 5 :

Exercice 10  Fixer a, étudier le probléme en fonction de b, on obtient b = E[Y] — aE[X].

Puis optimiser par rapport a a.

Exercice 11



