
Lycée Gustave Eiffel Année 2026/2027
TSI 2 – Mathématiques Semaine du 14 septembre

Indications et éléments de correction, feuille d’exercices n° 02 (Intégrales généralisées en +∞,
compléments d’algèbre linéaire)

Exercice 3
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Exercice 4

1) A⊤ =

Ñ
−1 0
2 3

−1 1

é
, A n’est ni symétrique, ni anti-symétrique.

2) B⊤ =
Å

1 −2
2 1

ã
, B n’est ni symétrique, ni anti-symétrique.

3) C⊤ =

Ñ
0 −3 1
3 0 −1

−1 1 0

é
, C est anti-symétrique, mais n’est pas symétrique.

4) D⊤ =

Ü
0

−5
1
4

ê
, D n’est ni symétrique, ni anti-symétrique.

Exercice 5 (M⊤M)⊤ = M⊤(M⊤)⊤ = M⊤M , donc M⊤M est symétrique, de taille p × p.
On fait de même pour MM⊤, qui est symétrique, de taille n × n.

Exercice 6
1) Pour M, M ′ ∈ Mn(R) et λ, µ ∈ R. On a clairement f(M) ∈ Mn(R).

On calcule ensuite

f(λM + µM ′) = A⊤(λM + µM ′) + (λM + µM ′)A
= λ(A⊤M + MA) + µ(A⊤M ′ + M ′A)
= λf(M) + µf(M ′).

Ainsi, f est un endomorphisme de Mn(R).
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2) Prendre M ∈ Sn(R) : M⊤ = M . Observer que

f(M)⊤ = (A⊤M + MA)⊤ = M⊤(A⊤)⊤ + A⊤M⊤ = A⊤M + MA = f(M).

Ainsi, f(M) est symétrique, donc Sn(R) est stable par f .
On montrer de même que An(R) est stable par f .

3) Considérer une base de S2(R), par exemple (M1, M2, M3) avec M1 =
Å

1 0
0 0

ã
, M2 =

Å
0 0
0 1

ã
et

M3 =
Å

0 1
1 0

ã
. Considérer la base de A2(R) formée de M4 =

Å
0 1

−1 0

ã
.

Comme M2(R) = S2(R) ⊕ A2(R) : B = (M1, M2, M3, M4) est une base de M2(R).
Calculer f(M1) = M3, f(M2) = −M3, f(M3) = −2M1 + 2M2, f(M4) = 0.
On obtient

MatB(f) =

Ü
0 0 −2 0
0 0 2 0
1 −1 0 0
0 0 0 0

ê
.

On calcule rg(f) = rg(MatB(f)) = 2.

On calcule Ker(MatB(f)) = Vect

ÜÜ
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ê
,

Ü
0
0
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êê
. Cela donne Ker(f) = Vect(I2, M4).

Exercice 7 On montre par récurrence que, pour tout n ∈ N, (A⊤)n = (An)⊤.
Ainsi, si A est symétrique, pour tout n ∈ N, (An)⊤ = (A⊤)n = An, donc An est symétrique.
Si A est antisymétrique, pour tout n ∈ N, (An)⊤ = (A⊤)n = (−1)nAn. Si n est pair, (−1)n = 1, An

est symétrique. Si n est impair, (−1)n = −1, An est antisymétrique.

Exercice 8

1) S = 1
2(M + M⊤) =

Ñ
1 1 1
1 1 1
1 1 1

é
, A = 1

2(M − M⊤) =

Ñ
0 −1 1
1 0 −1

−1 1 0

é
2) AS = SA = 0. Appliquer la formule du binôme de Newton : Mn = An + Sn.
3) S2 = 3S. Récurrence : Sn = 3n−1S.
4) A2 = S − 3I3 et A3 = −3A. Récurrence : A2n+1 = (−3)nA.
5) A2n = A × A2n−1 = (−3)n−1A2 = (−3)n−1S + (−3)nI3.
6) M2026 = 32025S + (−3)1012S + (−3)1013I3 et M2027 = 32026S + (−3)1013A.

Exercice 9
1) tr (f) = 7
2) tr (g) = 6

Exercice 10
1) Procéder de manière élémentaire pour la linéarité.

Calculer f(1) = 1, f(X) = 0 et f(X2) = −X2.
Ainsi, par linéarité, f(R2[X]) ⊂ R2[X].

2) MatB(f) =

Ñ
1 0 0
0 0 0
0 0 −1

é
.

tr (f) = 0.

2



3) f(Xn) = (1 − n)Xn.
MatB(f) = diag(1, 0, . . . , −(n − 1)).

tr (f) = 1 −
n−1∑
k=1

k = 1 − n(n − 1)
2 = −n2 − n − 2

2 = −(n + 1)(n − 2)
2 .

Exercice 11 On considère l’intégrale généralisée I =
∫ +∞

π/2

sin(t)√
t

dt.

1) Intégrer par parties
∫ M

π/2

sin(t)√
t

dt. Supposer qu’une des deux intégrales généralisées converge, et

passer à la limite lorsque M → +∞. Faire de même dans « l’autre sens » pour établir la réciproque.
2) Montrer la convergence absolue de la seconde intégrale.

Exercice 12

1) X⊤X =
n∑

k=1
x2

k, on reconnaît ∥X∥2.

2) Évident.
3) Prendre X ∈ Ker(M), voir que M⊤MX = 0, donc Ker(M) ⊂ Ker(M⊤M).

Prendre X ∈ Ker(M⊤M), calculer X⊤M⊤MX de deux manières différentes pour avoir l’inclusion
réciproque.

Exercice 13 (AB)⊤ = B⊤A⊤ = BA.
Ainsi, (AB)⊤ = AB si et seulement si AB = BA.

Exercice 14 Prouver par récurrence que, pour tout p ∈ N, ApB − BAp = pAp. Commencer par traiter
les cas p = 2 et p = 3.

Utiliser la propriété de la trace.

Exercice 15
1) Im(M) = Vect(C), avec ℓ1, . . . , ℓn tels que Ci = ℓiC et L =

(
ℓ1 . . . ℓn

)
, observer que M = CL.

2) Calculer M2 et observer que LC = tr (M).
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