LycEE GUSTAVE EIFFEL ANNEE 2026/2027
TSI 2 — MATHEMATIQUES SEMAINE DU 14 SEPTEMBRE

Indications et éléments de correction, feuille d’exercices n° 02 (Intégrales généralisées en +o0,
compléments d’algebre linéaire)

Exercice 3
1) /m 1 +si <1> 1) dt di (Vitsin(h)—1) ~ !
sin{-) — iverge sin (+
¢ Verse, t 2%

2) / (1 + 2cos(t))e ~3* dt converge (absolument),

(14 2cos(t))e | < 3e 3.

~cos?(t)

+00 cos(t)e  cos*(®) cos(t)e 1
3) / —————— dt converge, — < o)
oo dt . 1 < 1
4) /1 ¢ converge, si t>2, 7S

5) /;roo lrfl(Z) diverge % O(ln%u))

too ] 1 (1
6) /1 Wdﬂf converge, W =0 ?

Exercice 4

-1 0
1) AT = ( 3 |, A n’est ni symétrique, ni anti-symétrique.
-1

1
1
2) BT = ( 9 , B n’est ni symétrique, ni anti-symétrique.
3) CT = ( 1 , C' est anti-symétrique, mais n’est pas symétrique.
4) DT = < , D n’est ni symétrique, ni anti-symétrique.

Exercice 5 (MTM)T =MT(MT)T = MTM, donc MM est symétrique, de taille p x p.
On fait de méme pour MM, qui est symétrique, de taille n x n.

Exercice 6
1) Pour M, M' € #,(R) et A\, u € R. On a clairement f(M) € #,(R).
On calcule ensuite
FOM + M’y = ATOAM + pM') + (AM + uM')A
=MNATM +MA) +u(ATM' + M'A)
= Af(M) + pf(M).

Ainsi, f est un endomorphisme de ., (R).



2) Prendre M € .%,(R) : M = M. Observer que
fFMT =(ATM+MAT =MT"ANT +ATMT = ATM + MA = f(M).

Ainsi, f(M) est symétrique, donc .7, (R) est stable par f.
On montrer de méme que 7, (R) est stable par f.

3) Considérer une base de .#3(R), par exemple (M, My, M3) avec M; = ((1) 8), My = (8 (1]> et

M3z = ((1) é) Considérer la base de 2% (R) formée de My = (_01 (1)>

Comme #5(R) = #(R) & %A (R) : B = (M, Ma, M3, My) est une base de .#>(R).
Calculer f(My) = M3, f(Mz) = —Ms, f(M3) = —2M; + 2M>, f(My) = 0.

On obtient
0O 0 -2 0
0 0 2 0
Matz(f) =11 1 o o
0 O 0 0
On calcule rg(f) = rg(Matg(f)) = 2.
1 0
On calcule Ker(Matz(f)) = Vect (1) , 8 . Cela donne Ker(f) = Vect(Ia, My).
0 1
Exercice 7 On montre par récurrence que, pour tout n € N, (AT)" = (4")T.

Ainsi, si A est symétrique, pour tout n € N, (A")T = (AT)" = A", donc A™ est symétrique.
Si A est antisymétrique, pour tout n € N, (A")T = (AT)" = (=1)"A". Si n est pair, (—1)" =1, A"
est symétrique. Si n est impair, (—1)" = —1, A™ est antisymétrique.

Exercice 8

1

1 ,A:%(M—MT): 1 0 -1
111 -1 1 0

2) AS = SA =0. Appliquer la formule du binéme de Newton : M™ = A™ + S™.

3) S? =3S. Récurrence : S™ = 3"1S.

4) A% =S —3I3 et A3 = —3A. Récurrence : A" = (=3)"A.

5) A = A x AP = (=3)n 1A% = (=3)" 1S + (=3)"I5.

6) M20%6 — 32025g | (_3)1012g | (_3)I013 ], o 2027 — 32026G | (_3)1013 4

1) S:%(MJFMT):

Exercice 9
1) tr(f) =7
2) tr(g) =6

Exercice 10
1) Procéder de maniére élémentaire pour la linéarité.
Calculer f(1) =1, f(X) =0et f(X?) = -X2
Ainsi, par linéarité, f(Ry[X]) C Ry[X].

10 0
2) Matz(f)={0 0 0
00 -1

tr (f) = 0.



8) F(X™) = (1—n)X".
Mat»(f) = diag(1,0,...,—(n —1)).

n—1 2
n(n—1) n®—n—2 (n+1)(n—2)

t =1- k=1- = - =T :
r(f) 2 2 2 2

k=1
. e P oo sin(t)

Exercice 11 On considere l'intégrale généralisée I = / i dt.
w/2

M sin(t)
1) Intégrer par parties / —
) grer par p -

passer a la limite lorsque M — +o0. Faire de méme dans « 'autre sens » pour établir la réciproque.

dt. Supposer qu'une des deux intégrales généralisées converge, et

2) Montrer la convergence absolue de la seconde intégrale.

Exercice 12
n
1) XTX = sz, on reconnait || X 2.
k=1
2) Evident.
3) Prendre X € Ker(M), voir que M MX = 0, donc Ker(M) C Ker(M " M).

Prendre X € Ker(M T M), calculer X' M "M X de deux manicres différentes pour avoir I'inclusion
réciproque.

Exercice 13 (AB)T = BTAT = BA.
Ainsi, (AB)" = AB si et seulement si AB = BA.

Exercice 14  Prouver par récurrence que, pour tout p € N, APB — BAP = pAP. Commencer par traiter
lescas p=2et p=3.
Utiliser la propriété de la trace.

Exercice 15
1) Im(M) = Vect(C), avec 41, ...,l, tels que C; = ¢;C et L = (61 En), observer que M = CL.
2) Calculer M? et observer que LC = tr (M).



